
[bookmark: daa92eb80cf14b15be628c71edeaa02b]本视频讲述了线性代数中特征值与特征向量的定义、求解方法及核心性质，包括代数重数与几何重数的关系、迹与行列式的联系，以及不同相关矩阵间特征值的变换规律，并通过经典例题演示了利用这些性质解决矩阵求逆、求迹及判断特征向量归属等综合问题。
[bookmark: ][image: ]
[bookmark: f31efba63cc74c7998d340935c2987cc]特征值与特征向量的定义及求解方法 
[bookmark: 3589bad2f3b14931802a8053c870e42e]特征值与特征向量的定义 
[bookmark: ][image: ]
[bookmark: 0b11db354461409a8e3e06cc5c7c32b6]核心定义
[bookmark: 519dba2a9bc6461c810c7749974df8a6]设     为复数域     上的     阶矩阵，如果存在复数     和非零的     维向量     使得：
[bookmark: a4eec0ff03214211b510f28bcb4429aa]   
[bookmark: 70f0310cb93f406bbdae2e5ee6ce35f0]就称     是矩阵     的特征值，    是     属于特征值     的特征向量。
[bookmark: c126bc984f1448bebfd62a8a09c4454d]重要说明
1. [bookmark: ]数域范围：虽然定义在复数域上，但考研数学仅涉及实数域。
2. [bookmark: ]适用对象：特征值问题仅针对方阵，非方阵无此概念。
3. [bookmark: ]非零约束：特征向量必须是非零向量 (   )，但特征值可以是实数    。
[bookmark: 83f7e54b536f4f999ce706aec8f8f765]求解特征值与代数重数 
[bookmark: ][image: ]
[bookmark: a531f2e399e2487f9dfcc662a748807d]求解步骤
[bookmark: d05a26c0aa644bd5a533c874fd171795]主要分为两步：
1. [bookmark: ]求解特征方程：
   
得到     个根，这     个根就是矩阵     的     个特征值。
· [bookmark: 27dfbb7b-6611-49d9-9f68-3c52442e0ee7]注：    次方程必有     个（复）根，即任一     阶矩阵     必有     个特征值。
· [bookmark: 5d6256af-68c0-4fbb-807d-a6effc53c10d]考研中通常设计为实数根，但在复数域上恒成立（如    ）。
2. [bookmark: ]代数重数：
根的重数     称为代数重数。所有特征值的代数重数之和必等于矩阵阶数    。
· [bookmark: a773e796-e6ae-49bd-af79-24146b060285]例如：若     为 3 阶矩阵，特征值为    ，则     的代数重数为 2，    的代数重数为 1，总和    。
[bookmark: cbe3bdc0004d4bbca0decf651569b4fa]求解特征向量与几何重数 
[bookmark: ][image: ]
[bookmark: e9b141e2829c4e72b868dc48c623e85d]求解特征向量
[bookmark: 8704f94ef83c4b0cab17279710188468]将求得的特征值     依次代入齐次线性方程组：
[bookmark: 5836e8f5547d4576b94ac2131a48325a]   
[bookmark: cfeaeef3fe0d4d27b9cad816f0b15c0c]求出该方程组的基础解系，即为对应于     的特征向量。
[bookmark: 1e873ac3756a4c99b9246debe6603c48]几何重数
[bookmark: c350af21bc5a41c5a3d184ac3b34c237]对于某个特征值    ，齐次方程组     的基础解系所含线性无关向量的个数    ，称为该特征值的几何重数。
· [bookmark: a182d415-5aea-44d8-9f26-c35398821d8f]计算公式：   
· [bookmark: 3a355e8d-66a6-4c1b-a54a-5b4c8f5bcd76]性质：   
[bookmark: 2062ffacfa99464c9d21ab6ab99b60ee]代数重数与几何重数的关系
· [bookmark: 383c1693-dc80-4804-85f5-ba9304ed5329]不等式关系：几何重数     代数重数    。
· [bookmark: 7eaa19a6-7690-471e-8f51-912faf698f25]推论：    重特征值     至多只有     个线性无关的特征向量。
· [bookmark: 93b8e9a9-0926-4fe4-837e-be403f573891]相似对角化条件：矩阵     可相似对角化的充要条件是对于每个特征值，其几何重数等于代数重数（即    ）。
[bookmark: d5d6dd4d1aa64b7a96cc5ef5190959ae]补充性质
· [bookmark: 6c2f8617-dd69-4218-8cee-588d527d6557]    的列向量线性相关     有非零解     有     特征值。
· [bookmark: ea3bf6d5-b0b6-4e53-86dc-6932d04eb4f4]对于抽象矩阵问题，求特征值与特征向量可能需要直接从定义     入手。
[bookmark: af23e4bb28f8452791f607c8c67b7730]特征值与特征向量的性质 
[bookmark: 465685fc3a23427aa0df468f355bc6b3]行列式为零的等价说法与零特征值 
[bookmark: ][image: ]
[bookmark: 65bfc38278ba442a907d03d5935251b5]行列式为零的等价命题链
[bookmark: 78bca30028634cf09e92e8652060ebe2]以下命题相互等价：
1. [bookmark: ]   
2. [bookmark: ]    的列向量组线性相关
3. [bookmark: ]齐次线性方程组     有非零解
4. [bookmark: ]矩阵     有     特征值
推导逻辑：
若     有非零解    ，则可写为    。根据特征值定义，这意味着     是     的一个特征值，对应的特征向量为    。
[bookmark: 5c3ed493e6514d6f98b95f8d2a93d84e]特征值的性质：和与积 
[bookmark: ][image: ]
[bookmark: 4e55619340fa49aea49423aa0e50712d]基本性质
1. [bookmark: ]存在性：    阶矩阵     必有     个（复）特征值。
2. [bookmark: ]迹与行列式关系：
设     为     的特征值，则：
   
· [bookmark: fa284829-766c-4e1f-8885-ac6873edba99]注：此结论对任意方阵均成立，无需附加相似对角化等条件。
[bookmark: e26186aede39437aa6ccec8b9ed5205c]特征向量的性质：线性组合与线性无关 
[bookmark: ][image: ]
[bookmark: ea2a559ad7a84b0ca0129f937d7bffd2]同一特征值的特征向量性质
[bookmark: fdedab795d024368866f263360f8021b]设     是     关于特征值     的特征向量：
1. [bookmark: ]数乘不变性：对任意非零常数    ，    也是     关于     的特征向量。
2. [bookmark: ]线性组合封闭性：若     均是     关于     的特征向量，则它们的非零线性组合     (    不全为0) 也是     关于     的特征向量。
· [bookmark: 8f86c450-7b4d-4f85-8704-d9dfef40a6d8]注意：描述特征向量时应表述为“全体特征向量”，即通解形式需强调系数不全为零，以排除零向量。
[bookmark: 73512ab119e449e280ac4509bfacfbcc]不同特征值的特征向量性质
1. [bookmark: ]线性无关性：属于不同特征值的特征向量必线性无关。
· [bookmark: 886097cc-a318-4522-be99-a4488e2a99cd]设     互不相同，    分别为其对应的特征向量，则     线性无关。
1. [bookmark: ]混合组合非特征向量：若    ，且    ，则     不是     的特征向量。
· [bookmark: 66a78bc5-2dd6-4df6-ac80-6b2e12dfcbac]证明思路：假设    ，展开后利用线性无关性导出    ，与前提矛盾。
[bookmark: 19cc223639dc4ad49cc965f9c399644c]易错点辨析
· [bookmark: ebff320d-9769-4ea7-bfce-da9c98ca26f2]一般矩阵：不同特征值对应的特征向量仅保证线性无关。
· [bookmark: ed993259-3311-40f6-a54e-220be1df1d91]实对称矩阵：不同特征值对应的特征向量不仅线性无关，而且正交。切勿混淆前提条件。
[bookmark: c13ac85075f1489ea82b744f5e01be38]相关矩阵的特征值与特征向量关系 
[bookmark: bb5236f2f0aa424ea8559f862c09c1f7]A及相关矩阵特征值特征向量对比表 
[bookmark: ][image: ]
[bookmark: 7460f0623533490690e49412a77dc387]常用矩阵变换的特征值与特征向量关系
[bookmark: 4ee8e8e0e99c4338a840c8b1aa163386]设     的特征值为    ，特征向量为    ，则相关矩阵的性质如下表：
	[bookmark: ccd19822f9d5466e9fb7142f97c6f3a7]矩阵
	[bookmark: 082ea0ea06b84973b7b7f8c9c4074886]特征值
	[bookmark: 4306db862ac24c47985eaa3c566d2e87]特征向量
	[bookmark: adba2aa4c47a40fa8efdc7a3778c6b31]备注

	[bookmark: 263461abcd7047039e46f026765b71bf]   
	[bookmark: 2add6f3af5f84a148d082b13ad6c7eac]   
	[bookmark: cb2c48ab62a24e77bd07e2ee227a49cd]   
	[bookmark: 18fb2f475c6e4e659988bb223e197bd2]基准

	[bookmark: f0c32b8a48494cdca1790ec127647999]   
	[bookmark: c2ab07e8e8ad4ac4a1a2801cb3c53342]   
	[bookmark: 782fb3f4d7774551b07713a0d89b29da]   
	[bookmark: 66ec95aa495a437e81b60811f03d296f] 

	[bookmark: a28460bfa15f45ccae607f4e6b255a89]   
	[bookmark: 97c931277c274ddeb678e74a70f8ba16]   
	[bookmark: c3009c8843fd44398a8f78b9db906dbd]   
	[bookmark: 5625f7773f4c424283924b93559a40fc] 

	[bookmark: 9f072de2a04b42a5a58bfb4a2499d234]   
	[bookmark: 495f36a84cc64624870f815d42314fca]   
	[bookmark: a9c221971a6946f09b2a33ba01571a45]   
	[bookmark: 196f5245d9524d6297473f0926db0444]多项式函数

	[bookmark: fa80176fcd59490dbf0dae227931cc20]   
	[bookmark: 7473202616f74042a30ce63db44efcfd]   
	[bookmark: 2479362583de4cbdb5e8d7fade1ac7d9]   
	[bookmark: 5303ffb80db1470d997ebf38c3b2a271]需     (    可逆)

	[bookmark: 3d2cded0539946d09ff2a3dbe527ccb6]   
	[bookmark: 3d9ee8c48df1430d9996a3e8e687ddc8]   
	[bookmark: a3fbe7f989bf455d9a08011197b95155]   
	[bookmark: 8399a9e4cbf54b03a6bc11e228600e52]需     (    可逆)

	[bookmark: afca3974ed914c8887783b39a6a1e92b]   
	[bookmark: e5eef54dd0b448cb8920abf304b87cd3]   
	[bookmark: a883e7923f7a4f91a0f5db7b1649bfdd]另行计算
	[bookmark: dd5df642252b4e94a625903b50c0bf20]特征值相同，特征向量一般不同

	[bookmark: 5de95758500846f9a3e8df21d17ec04f]   
	[bookmark: ef70088e06e743899f838e1888f020c4]   
	[bookmark: 860e50ccef9a4c09b88fd4e7b97a27b8]   
	[bookmark: 5dce45d8ad5449abbdff748c5f16cfd2]相似矩阵


[bookmark: 9e148075517f4d89bda640c56deccb9e]重要推论与注意事项
1. [bookmark: ]可逆性要求：涉及     和     时，必须保证     可逆（即    ）。若     可逆，则     之间的特征信息可互推。
2. [bookmark: ]不可逆推的情况：
· [bookmark: 52b953af-69e7-42b5-a7d6-aa2d53413aa4]一般情况下，由     或     的特征向量不能反推     的特征向量（例如幂零矩阵     但    ，    的特征向量任意，但     的不是）。
· [bookmark: d204cdde-fbe6-4863-a965-463786580023]    的特征向量与     不同，需单独求解。
1. [bookmark: ]矩阵多项式零点：
· [bookmark: f17c9486-52cc-4041-ad7c-93d4717e8587]若    ，则     的特征值     必满足    。
· [bookmark: 2254eeb3-1b5b-445d-aba1-c39a41309af8]注意：    的解仅是特征值的候选值，不一定所有解都是特征值，也不一定包含所有特征值（需结合重数判断）。
1. [bookmark: ]凯莱-哈密顿定理应用：
若     的特征多项式为    ，则：
   
[bookmark: 6dbd82e8c6e5418a80983c6bf55ce686]特征多项式与矩阵多项式 
[bookmark: ][image: ]
[bookmark: 36a5b4fa8fb7412eb2be3d3192636903]矩阵多项式替换规则
[bookmark: 65327d3eabb84beaa90e70c0eddb5919]在利用特征多项式     构造矩阵关系时：
· [bookmark: 95aac9f0-4b4a-46bf-b9a1-b137fa2c7139]将标量     替换为矩阵    。
· [bookmark: f99123e9-20a4-48f3-87eb-0d49f28a6abc]将常数项     替换为    （因为矩阵与数不能直接相加，需乘以单位矩阵）。
· [bookmark: e2143aeb-b794-45d2-a281-8332fdb81b18]结果为零矩阵    。
此结论在处理高阶矩阵运算或简化矩阵表达式时非常有用。
[bookmark: 3e867dbd820548389315afa2328fb0ba]特征值特征向量经典例题 
[bookmark: 8eaaba6c446d4e448c6228ae6b717034]例一：利用特征值特征向量求对称矩阵 
[bookmark: ][image: ]
[bookmark: 11ba2ed7481446e4bf40392a1acc6350]题目原文
[bookmark: 0355b96af21c4b8ea78a53059b25b694]设     是三阶实对称矩阵，其主对角元素都是    ，且向量     满足    ，求    。
[bookmark: 89cf24d0a17f4d38ba7584b18db4fe9a]解题思路分析
1. [bookmark: ]利用实对称矩阵结构设出未知数。
2. [bookmark: ]利用已知特征值特征向量关系     建立线性方程组。
3. [bookmark: ]求解方程组得到矩阵元素。
· [bookmark: 23ab5931-b077-4ea2-812c-c5c4cf1b9343]*注意*：本题不需要求出所有特征值，直接利用定义式求解更简便。
[bookmark: 70f60e8ee66e4e4195ff06ea380a4fcb]分步解答过程
1. [bookmark: ]设     （利用对称性和主对角元为0）。
2. [bookmark: ]由    ，代入    ：
   
3. [bookmark: ]展开得到方程组：
   
4. [bookmark: ]解得：   。
[bookmark: 1d6c05f8e7904d5a8fb348ee98618073]答案
[bookmark: 7cc0efd923ec4e8f860edfa83e8153c1]   
[bookmark: 0182eb9ffc564ae680836a3c6e024fbe]例二：求A+B的迹 
[bookmark: ][image: ]
[bookmark: bac8c6660c1c4811a9b6537d30933384]题目原文
[bookmark: 25f687e622b84f1284cf278ec20089af]（李林6套卷）设     均为 3 阶矩阵，    的特征值为    ，且    ，其中     为 3 阶单位矩阵，则     \_\_\_\_\_\_。
[bookmark: 8ceda1cfb8f64cdbb0e11e0e24faa879]解题思路分析
1. [bookmark: ]由矩阵方程     解出     关于     的表达式：   。
2. [bookmark: ]确认     可逆：    的特征值为    ，则     的特征值为    ，均不为0，故可逆。
3. [bookmark: ]利用特征值性质求     的特征值：若     的特征值为    ，则     的特征值为    。
4. [bookmark: ]求     的特征值：   。
5. [bookmark: ]利用     计算结果。
[bookmark: 0334a993c178478c9eff64e01664d491]分步解答过程
1. [bookmark: ]    的特征值    。
2. [bookmark: ]计算     的特征值    ：
· [bookmark: eb0595c8-9fc1-4078-941a-6fa177720fdc]   
· [bookmark: 323cb555-c5cb-4c76-9b16-4c77423cbe24]   
· [bookmark: 0bf39f92-14b9-41c1-af07-832936c4b472]   
1. [bookmark: ]计算     的特征值    ：
· [bookmark: c4c58f35-f585-420b-80b4-49c13abe22fe]   
· [bookmark: 348bd2b9-ddc0-4b53-822f-329f8c48e221]   
· [bookmark: 5df58f45-0a6b-417c-a09b-10a1fb6ddf50]   
1. [bookmark: ]求迹：
   
[bookmark: 1d5c71e6727247bf96a7213adb2417e2]答案
[bookmark: af1eecf79f254130bc39fdf51e4a4697]   
[bookmark: c63dc184262b40beb8d51de18e2bf254]例三：由相关矩阵特征向量信息推断A的特征向量 
[bookmark: ][image: ]
[bookmark: 81800282d6884ed297e52151de7b8a3d]题目原文
[bookmark: 69a17ae43b6e48538018ebc3d629518e]设     为 3 阶矩阵，下列命题正确的有（ ）。
[bookmark: 89c4027bef4a485da2edba397d15e027]① 若     为     的特征向量，则     必为     的特征向量
[bookmark: 0a4ed9774d3d42a19fcda5243aa4ded0]② 若     为     的特征向量，则     必为     的特征向量
[bookmark: c3992b4e31b94e28b37c838bae5dca0b]③ 若     为     的特征向量，则     必为     的特征向量
[bookmark: 555bb04dd9c3448198c3ab8bb084c498]④ 若     为     的特征向量，则     必为     的特征向量
[bookmark: 8b8aea902bb443d8afb3ac3a23d11bd4](A) 1个  (B) 2个  (C) 3个  (D) 4个
[bookmark: 13657361eb57467b90fcd017e848e57b]解题思路分析
[bookmark: f49beaf842c344a5958afd42674b3243]考察由     的特征向量反推     的特征向量的条件。
· [bookmark: ecd1233c-71f9-4bf4-8028-d1b150e7fc6d]原则：若     是单射或在特定条件下可逆，则特征向量共享。否则不一定。
· [bookmark: 2285954b-ae6e-4670-9ddc-bbd5a09f347c]①    ：若     为幂零矩阵（如    ），   ，任意向量均为     特征向量，但不一定是     的特征向量。错误。
· [bookmark: 3558630e-e744-4773-bc69-6c68986c48d9]②    ：形如     (   )。    与     可互推特征向量。正确。
· [bookmark: 2e235f60-6910-43f8-a86d-dc620c13cc8c]③    ：仅当     可逆时，    与     特征向量相同。若     不可逆（如秩为1），    可能为零矩阵，任意向量均为其特征向量，推不出     的特征向量。错误（缺少可逆条件）。
· [bookmark: 09c54c73-7d54-4d72-8055-0305e811d733]④    ：    与     特征值相同，但特征向量一般不同。错误。
[bookmark: 4c830f92ee994569939088e4b3a3fc90]分步解答过程
1. [bookmark: ]命题①：反例存在，错误。
2. [bookmark: ]命题②：   ，    也是     的特征向量。正确。
3. [bookmark: ]命题③：若     不可逆，    性质特殊，无法保证特征向量一致。错误。
4. [bookmark: ]命题④：转置矩阵特征向量通常不同。错误。
综上，只有命题②正确。
[bookmark: dfedaf32f4b74e01ad07d5f0de1b17d9]答案
[bookmark: 95f3a87351574baf9eb355c4b64f492c](A)
[bookmark: aa59cc25888f46c6af1daa3760d6c397]（内容由AI生成）
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