
[bookmark: 7aabdd629d394b84b2ebd0de50c77cd1]本视频讲述了线性代数中矩阵相似的核心概念，涵盖定义、必要条件与常用性质，重点解析了判断与证明矩阵相似的方法论，包括利用传递性、流程图语言及抽象矩阵处理技巧，并通过典型例题演示了参数求解、秩的计算以及相似变换矩阵P的求解过程。
[bookmark: ][image: ]
[bookmark: 2d5327d8096941c8b5fd1f3d02d9960f]矩阵相似的定义与基本概念 
[bookmark: eb137339428b42ff9711925a05358142]矩阵相似的定义与符号区分 
[bookmark: ][image: ]
[bookmark: 6542f9cd2ade49afad2a78b128f41afa]核心定义
[bookmark: 2252b76a62c6482a943440544e200833]设     与     都是     阶矩阵，若存在一个可逆     阶矩阵    ，使得：
[bookmark: 97f6ae1356a04ef19d513e7d5f977bfb]   
[bookmark: b0ec7105f5294ce4ad9d48703996a490]则称     相似于    ，或称     经过了一个相似变换得到了    ，记为    。
[bookmark: bed799c03d98492a8af07df04e028732]等价形式：
[bookmark: c7a8dc772dc0450a89b214bf383681d3]上述定义等价于    。在抽象性问题中，由于可逆矩阵     的具体形式往往未知，直接使用     较为困难，因此常使用     的形式进行推导和计算。
[bookmark: ab5c2a91e8f949c8b9c594c8ecce6d4a]符号区分：等价、相似与合同
[bookmark: d678f13beac444439cd62424c4c021ac]在线性代数中，需严格区分以下三种关系的符号及强弱程度：
1. [bookmark: ]矩阵等价 (   )：
· [bookmark: d1f75fa2-14eb-4a11-a316-847df61f56d2]性质最弱。
· [bookmark: 1671eca3-2808-414d-b739-6757426c8eba]充要条件是秩相等，即    。
1. [bookmark: ]矩阵相似 (   )：
· [bookmark: 663a49c1-055b-48ce-971d-d8fdb9874d79]性质最强（在三者中）。
· [bookmark: bd9df00d-f964-4dde-9514-80228a31bcfd]要求存在可逆矩阵     使得    。
1. [bookmark: ]矩阵合同 (    或    )：
· [bookmark: e4a3951f-7f5e-43c3-add6-f4264faf0e5d]性质介于等价与相似之间（针对实对称矩阵讨论较多）。
· [bookmark: 64b3c619-d7b0-455d-b613-c00185bbbf7f]主要关注特征值的正负惯性指数相同。
强度关系： 相似     合同（针对实对称阵）    等价。注意：一般矩阵间只讨论相似与等价，合同主要针对二次型或对称矩阵。
[bookmark: 6f86bb53e2ad4eeaa99f06fcffda0892]相似的必要条件（秩、行列式、特征值等） 
[bookmark: ][image: ]
[bookmark: 2cf16f37a0604367b2db5e9530659f74]常用必要条件推导
[bookmark: a6ca7e32b266412f8251cb4564d7bd07]若    ，则必然满足以下六条性质。这些性质均由定义     推导而来：
1. [bookmark: ]特征多项式相同：
   
2. [bookmark: ]特征值相同：
   
（由特征多项式相同直接得出）
3. [bookmark: ]行列式相同：
   
（因为行列式等于所有特征值的乘积）
4. [bookmark: ]迹相同：
   
（因为迹等于所有特征值之和）
5. [bookmark: ]秩相同：
   
（因为乘以可逆矩阵不改变矩阵的秩）
6. [bookmark: ]特征矩阵的秩相同：
   
[bookmark: cc63ca9414b0466cbe7c5ed890ad7034]应用策略
· [bookmark: ed358941-2310-4346-a8fa-9f0e71265df6]首选条件：在处理含参数的相似问题时，优先使用 行列式 (   ) 和 迹 (   )。这两个量计算简便，易于观察。
· [bookmark: c60289b0-3f3f-4a44-a9bd-9d601633343f]杀手锏条件：当上述简单条件无法确定参数或排除相似性时，使用 特征矩阵的秩    。
· [bookmark: 8c652ccd-22ec-46fe-a837-893025dc9af1]该条件蕴含信息最丰富，能反映 Jordan 标准型的结构差异。
· [bookmark: 4590b4fd-0f5c-4646-9ac6-0f018d2d3e46]虽然计算相对复杂，但在解决疑难问题时具有决定性作用。
[bookmark: 54ae5713c206441e9d44f6c3ce7b0826]必要条件的局限性与杀手锏 
[bookmark: ][image: ]
[bookmark: 60e0bb2e89cb494cac062e246dcccc61]必要非充分性警示
[bookmark: 25c8f98d362e442a857399b1ea79cd72]重要结论：上述六条性质均为     的必要条件，而非充分条件。
[bookmark: a46d871a78be4e4b91accab1bc0bf9ba]即使两个矩阵满足所有六条必要条件（特征值相同、行列式相同、迹相同、秩相同等），它们不一定相似。
[bookmark: 394fc82acb934523a972c62ce608a99d]反例说明
[bookmark: 4979b09d132943e190905d86b52095b7]考虑以下两个     矩阵：
[bookmark: 1f2ca21f8e2249b6a7365981a19b637a]   
· [bookmark: 91afcb65-0b82-4a8f-ba2c-9b5bd82e9fae]验证必要条件：
· [bookmark: 54aec823-bd39-42b6-a7a0-cdf36e75c6b1]特征值均为    。
· [bookmark: 0d5d7605-410f-477a-a057-dbf4d0614b02]   。
· [bookmark: 17d5df65-251c-4509-9846-e04475692a61]   。
· [bookmark: 3b240ecf-7752-44e2-a04c-22046c9986f9]   （满秩）。
· [bookmark: 7a8c378e-5008-44c1-b3ae-575a8bb219c2]对于    ，    。
· [bookmark: af04040e-1b63-4fef-9877-9e8e4712ec9e]所有必要条件均满足。
· [bookmark: e63f12f7-63f0-437a-8fe0-0d4c669cd040]结论：
尽管满足所有常见必要条件，但     与     不相似。这是因为它们的 Jordan 块结构不同（    有两个     阶 Jordan 块，    有一个     阶和两个     阶 Jordan 块，或者更准确地说，其几何重数或最小多项式不同，导致无法通过相似变换互相转化）。
学习建议：在判断矩阵相似时，若必要条件不满足，可直接判定不相似；若必要条件全部满足，不能直接判定相似，需进一步检查是否可对角化或比较 Jordan 标准型。
[bookmark: de6049b5d6ec4ef986d696a946c6086c]矩阵相似的常见性质 
[bookmark: 1ab928af567747dfacb590938f23d947]传递性、数乘、幂次与三大运算的相似性 
[bookmark: ][image: ]
[bookmark: fdace831067c4ec3913cf1b25e85b287]核心性质总结
[bookmark: 32d4344632f64c8582fb9b012fed944b]若    ，则具有以下重要性质：
1. [bookmark: ]传递性：
若     且    ，则    。
· [bookmark: b86a1fc5-d368-4b86-887a-b2f240c1d9bc]应用：常利用对角矩阵     作为“中介”，即若     且    ，则    。
1. [bookmark: ]多项式与幂次相似：
· [bookmark: fe59f33f-3506-4924-b6f7-21ce58a9244a]    （    为常数）
· [bookmark: d2b19757-72b9-45b5-92ac-9c02a450410d]    （    为正整数）
· [bookmark: 9d084e6d-4378-4420-98b1-87f9cd1c18c7]   ，其中     为多项式函数。
   
   
1. [bookmark: ]三大运算矩阵相似：
· [bookmark: b3f6470c-ff65-4187-aca9-eccb7b9da987]转置：   
· [bookmark: 67fbcb5e-f8f8-46b4-ac3e-cb6262cac922]伴随：   
· [bookmark: c5895ffa-b2af-46b1-9367-c17688bf348d]逆矩阵（若可逆）：若     可逆，则    ，进而    。
[bookmark: fd3a390d0e6a4bb9a950950d06c03ea0]AB与BA相似的证明 
[bookmark: ][image: ]
[bookmark: 4ff2e401abb5407492c586c2a49f4dcc]特殊性质：   
[bookmark: 35d2bb769da146dabf2924b3d73089a2]结论：若     且    （或    ）可逆，则    。
[bookmark: ea0edba6b86d426a94088a35c572f00f]证明过程
[bookmark: 485dcaa558d34147a1005f475bea78bb]利用相似的定义构造变换矩阵。假设     可逆：
1. [bookmark: ]考察矩阵    。
2. [bookmark: ]左乘    ，右乘    ：
   
3. [bookmark: ]根据相似定义    ，此处取    。
4. [bookmark: ]因为     可逆，故存在可逆矩阵     使得    。
5. [bookmark: ]所以    。
注：若     可逆，同理可证    ，即    。
[bookmark: 0d44ab8c7ca847919afe36ed46b94d32]分块对角矩阵的相似性质 
[bookmark: ][image: ]
[bookmark: 15d00bbb827b4a78bbe108b278759a28]分块矩阵相似定理
[bookmark: 1ba30fa5550d45eaaabe524053cebc25]若     且    ，则由它们构成的分块对角矩阵也相似：
[bookmark: 9aa05d05b3ba4e25930a70b8e4a09d4c]   
[bookmark: 5cfda65d5d864790a665d994674774e3]理解要点
· [bookmark: c486aafc-f7bb-43cd-af00-8eade2942161]局部相似导致整体相似：如果分块对角矩阵中对应的每一个小块都分别相似，那么整个大矩阵也是相似的。
· [bookmark: 5a88fbf4-5e22-48ed-a971-fc8a21b2816a]构造方法：若     且    ，则取分块对角变换矩阵    ，即可验证上述结论。
[bookmark: eff44f73c0084e4085862c5129eac3a4]性质能否倒推的判断 
[bookmark: ][image: ]
[bookmark: 4f3af054e2af4cb4bee15f438e865104]逆向推导的有效性分析
[bookmark: a684029d9c364bc4b26955b15dd78c80]并非所有由     推出的性质都能反向推导。需严格区分“充分条件”与“必要条件”。
1. [bookmark: ]可以倒推的性质（充要条件）
以下三个性质若成立，可反推    ：
· [bookmark: b676cf5d-82ef-4daa-8f2d-d8240e931a1e]   
· [bookmark: 2af0e165-9d9e-43f2-82ca-f727104d9012]    （前提：    可逆）
· [bookmark: 94291ae3-3c3d-409d-b5aa-657a22951104]    （前提：   ）
证明示例（以逆矩阵为例）：
已知    ，即存在可逆矩阵     使得：
   
对等式两边同时取逆：
   
   
   
故    。同理可证转置和数乘的情况。
1. [bookmark: ]不可倒推的性质（仅必要非充分）
以下性质即使成立，也不能保证    ：
· [bookmark: 779b32f2-1e19-4e0e-a0dc-45928605e85c]   
· [bookmark: 9d6726bd-d3a5-4319-86ac-d50c638047f6]   
· [bookmark: 6581286b-cc49-4358-a117-ec916b115fde]   
反例说明：
· [bookmark: ba73ba8e-b09f-481f-93dc-a5f583e0e3cd]幂次：考虑两个不同的幂零矩阵    ，当     足够大时，   。显然    ，但     与     未必相似（例如 Jordan 块结构不同）。
· [bookmark: e5dab397-f336-4418-b139-7dae6fc37c81]伴随：若     且    ，则    。此时     恒成立，但     与     可能完全不相似。
[bookmark: 6fbba239a1e54a3db4b34a2787b07e81]学习建议
· [bookmark: 2c5e38a0-c61b-4389-94e2-6e4fbc372d5d]牢记正向的五条常用性质。
· [bookmark: 9536fd56-c634-41ad-b6d6-a747c80d915c]特别注意只有 转置、逆矩阵、非零数乘 这三类关系是可逆的（即互为充要条件）。
· [bookmark: 21e54a8a-e349-4d93-872b-90fc511932fc]在解题时，若遇到     等条件，不能直接得出    ，需结合其他条件（如特征值、秩等）综合判断。
[bookmark: fbbb3f9a1a044c93a43fda2f84fdaff9]判断与证明矩阵相似的方法论 
[bookmark: 744ad39f13614dbebb5a549ac06c5fb4]判断相似的两种途径：定义与传递性 
[bookmark: ][image: ]
[bookmark: 5fd2bbc951f049f29f9241acb6d0f54b]核心方法论
[bookmark: 58971d554e104c58b51b29ccc648fe80]在考研范畴内，判断或证明两个矩阵     与     相似，主要依靠以下两条路径：
1. [bookmark: ]利用定义验证：
· [bookmark: a12b68b5-e460-4a1a-9e15-2c4cabeb487d]根据题目提示，寻找可逆矩阵    ，验证是否满足    。
· [bookmark: 722359d2-3644-4bb4-9bd4-ff9a3b045856]对于抽象型问题，往往转化为验证     是否成立（此时不显式出现    ）。
1. [bookmark: ]利用相似的传递性：
· [bookmark: 096350ab-b8a7-4572-a867-ef03ec345610]若存在中介矩阵    ，使得     且    ，则根据传递性可得    。
· [bookmark: 29427b4c-3ce9-408e-96e9-af339ec03431]关键技巧：中介矩阵     通常选取对角矩阵    。即若     和     都能相似对角化为同一个对角阵    ，则    。
[bookmark: 25b4e5c4f36547e8a133c27b3239a128]学习要点
· [bookmark: 8f21160c-9655-487b-9477-ed933be03f89]处理相似问题时，首先考虑是否可以使用传递性（特别是当矩阵可对角化时）。
· [bookmark: 8e7656b8-cb00-442a-8b46-78116f9545cb]若无法使用传递性，则回归定义，通过构造方程组求解变换矩阵    。
[bookmark: bcacf9c286c4472e812736713387d993]可相似对角化矩阵间相似性的流程图语言 
[bookmark: ][image: ]
[bookmark: f76577fc8c0546b0a90156aed9bb67ee]问题模型
[bookmark: 9628261220a84171818ea7aa38a395ab]已知    ，且     与     均可相似对角化，求可逆矩阵     使得    。
[bookmark: 2b8d054e23e541b59b40f3849d0c5d7c]推导过程
[bookmark: 0be055083c404b9298110c61f947e643]由于     和     相似且均可对角化，它们必相似于同一个对角矩阵    （由相同的特征值构成）：
[bookmark: 9b2aafd72e9c49ce8866488610f493f7]   
1. [bookmark: ]建立对角化关系：
· [bookmark: 648697b5-2366-4179-8bc7-5ce8ed360569]存在可逆矩阵    ，使得    。
· [bookmark: 80605a95-5503-4618-9c72-daec44e41b5e]存在可逆矩阵    ，使得    。
1. [bookmark: ]联立等式：
   
2. [bookmark: ]分离目标矩阵    ：
为了得到     的形式，对等式两边左乘    ，右乘    ：
   
   
3. [bookmark: ]构造变换矩阵    ：
观察上式，令    ，则    。
代入得：
   
因此，所求矩阵为    。
[bookmark: fcd0bf2867614e7a8acaabf51a8b3a53]流程图语言的逆过程与拼接方法 
[bookmark: ][image: ]
[bookmark: ba22b98372984971b6e74610f87fe872]流程图语言定义
[bookmark: eaaa0ae92ef14c408337c6dfbf60f73f]为了更清晰地分析相似变换过程，引入“流程图语言”：
· [bookmark: 021db001-0c86-4bf6-84c0-17f2d2a8425e]正向变换：    表示    。这里的“作用手段”定义为相似定义式右侧的矩阵    。
· [bookmark: 6ee89925-8497-45bc-aaad-9a2c83906231]逆向变换：    表示    。即通过对角阵左乘    、右乘     还原回原矩阵。
[bookmark: 992109eb4b8d432a87f119e8d213363b]流程图的拼接规则
[bookmark: 0dafd3af946a4dc69a8408ecf0a573b8]当需要建立     到     的直接联系时，以对角阵     为桥梁进行拼接：
1. [bookmark: ]路径分解：
· [bookmark: 99f01f89-0f77-4447-99b8-9b5b3060b322]    （作用矩阵为    ）
· [bookmark: 63413e84-4712-45de-a235-a52e7d90465a]    （注意：    的逆过程是    ，作用矩阵为    ）
1. [bookmark: ]作用矩阵相乘：
整个变换过程     的作用矩阵是各段作用矩阵的乘积。
   
即总变换矩阵    。
[bookmark: 42eb8196f0604985ac4a26abf2accfdd]优势
· [bookmark: 3a3f11a3-dfca-4e82-ae94-d3ead7098ec8]避免繁琐的矩阵代数变形，直观展示变换路径。
· [bookmark: 0b1ddd6b-cc57-44fe-b318-8d4a3cae87e0]适用于多步变换或复杂中间态的分析，只需将各段的“作用矩阵”按顺序相乘即可。
[bookmark: 107bca9d5877417d833bd5a70470ef81]不可对角化矩阵相似的定义法思路 
[bookmark: ][image: ]
[bookmark: 06e5f4a1d2444862a064f86b78fedf01]问题分析
[bookmark: 7de7932f29df4db287f957c0de0e943b]若     与     均不可相似对角化，则无法找到共同的对角中介矩阵    ，传递性路径受阻。此时必须回归定义法。
[bookmark: 1b7821b3ce6547ff975dc969522d651d]解题思路
1. [bookmark: ]从定义入手：
目标是寻找可逆矩阵    ，使得    ，等价于    。
2. [bookmark: ]假设矩阵    ：
· [bookmark: 82a1cfe0-09e0-421b-82b8-5ed45bac5863]设     为含有未知元素的矩阵（如    ）。
· [bookmark: 9559a609-7421-4d56-a994-fc82be5653e7]将     展开，转化为关于     的线性方程组。
1. [bookmark: ]求解与验证：
· [bookmark: d715abc1-b19f-48d8-bf5b-0d426c7fddda]解方程组得到     的具体形式。
· [bookmark: 0d9abb19-8c01-4598-84a3-e0d2d532d940]验证     是否可逆（即    ）。
· [bookmark: 09fb7665-9f2a-4816-8c9b-ef8b42696449]若能找到这样的可逆矩阵    ，则    ；否则不相似。
[bookmark: 56a6281dd09d4accaff102526efab67e]备考提示
· [bookmark: 97eccb18-e78b-4301-8577-4ab0a6f158f9]此类题型在考研中较为新颖，虽未大规模考查，但需掌握其基本逻辑。
· [bookmark: 57c975c1-8fe5-40cb-8685-d150e63d35a6]重点在于将矩阵相似的定义转化为线性方程组求解问题。
· [bookmark: e622542a-5cf6-413a-b7a7-0af08bb5d76d]后续章节将结合具体例题详细展开此类问题的求解步骤。
[bookmark: fd6418d2c09c4aa58a4c60c3d29615c3]类型一：利用必要条件与性质求解问题 
[bookmark: 2cb73f4efeb74c4f9b1f7a0a1ea9364b]例1：利用必要条件求解参数B 
[bookmark: ][image: ]
[bookmark: 00e715d714b440279abb6d32288e2582]题目原文
[bookmark: 7c4c2e64268744eea20df3bb4ac8b06f]设矩阵     与     相似，则常数     ________。
[bookmark: 42e4dc60907e4133a2de932abb3b95fa]解题思路分析
[bookmark: 4afd244d8ae5451ba27c667ac6a706a3]利用矩阵相似的必要条件逐步筛选参数：
1. [bookmark: ]迹相等：   。
2. [bookmark: ]行列式相等：   。
3. [bookmark: ]特征多项式相等（或特征值相同）：   。若前两步无法唯一确定参数，需使用此更强条件。
[bookmark: 119ca5cf0fe54ff4ab533dae77c40726]分步解答过程
1. [bookmark: ]利用迹相等：
   
   
由     得：
   
2. [bookmark: ]利用行列式相等：
   
   
由     得：
   
*注：方程①和②相同，无法解出具体数值，需引入更强条件。*
3. [bookmark: ]利用特征值/特征多项式：
    为对角阵，其特征值为    。因此     的特征值也应为    。
计算     的特征多项式    ：
   
令其为 0，已知     有一个特征值为    （来自因子    ）。
对比     的特征值    ，其中     和     均不等于    ，故     的特征值     必须对应     中的未知特征值    。
即    。
4. [bookmark: ]验证参数    （可选）：
将     代入     得    。
验证：当     时，   ，特征值为    。
此时     的特征值为    ，与     的特征值     完全一致。
[bookmark: ce048d40a83d47859a2a4583d4139106]答案
[bookmark: ce6d4788cb084ede986dce18bff2a93d]   
[bookmark: 257a0496e5a0498f8d963f006c40dd16]例2：线性无关向量条件转化为相似关系 
[bookmark: ][image: ]
[bookmark: 334526e4fad44f9d8cbc8fd068f8bfdc]题目原文
[bookmark: 359f8f8383fb431b96cc0124b40397cb]设     为 3 阶方阵，    为线性无关的 3 维列向量，满足：
[bookmark: d6d92c3ee118488681e026e8c563e7eb]   
[bookmark: 49523d71cb0b40f99bd18be3a608cc27]   
[bookmark: 8023cac867d548dabd8b29bd8dc284f9]   
[bookmark: 591a347264cb4cccad1ed6c52b2b092a]求    。
[bookmark: 7130b243151045f589208acb8ea2eb74]解题思路分析
1. [bookmark: ]整理条件：通过线性组合求出     和     的表达式。
2. [bookmark: ]构造相似关系：将条件写成矩阵形式    ，其中     可逆，从而    。
3. [bookmark: ]转化求解目标：利用相似性质，   。
4. [bookmark: ]计算特征值：求出     的特征值，进而求出     的特征值，最后求积得到行列式。
[bookmark: 3f4b59b18c244fa18ac3561394ca9409]分步解答过程
1. [bookmark: ]求解     和    ：
由     及    ，得：
   
由    ，得：
   
2. [bookmark: ]构造矩阵方程：
   
令    ，   。
因     线性无关，    可逆，故    。
3. [bookmark: ]计算     的特征值：
计算     的特征多项式或直接观察（此处略去繁琐计算，直接给出结果）：
    的特征值为    。
4. [bookmark: ]计算目标行列式：
   。
    的特征值为    ：
   
   
[bookmark: f3232850b9e44e49b220379775e9451b]答案
[bookmark: fefe5743b0384c0f876bc519308e6dea]   
[bookmark: 2cdf65c5c5454b1596cc98c7fd333df6]例2补充：左边结构复杂时的矩阵乘法处理 
[bookmark: ][image: ]
[bookmark: 30e64f9c76904962af3c0bbcd4ad4ab1]核心方法论
[bookmark: c16a38ac9374437a8bc65c95a53f75fb]当题目给出的条件左侧不是直接的    ，而是     时，可通过矩阵乘法统一处理。
[bookmark: d469ab212dcd4daf8536f946b2e4d6f2]处理步骤
1. [bookmark: ]左侧矩阵化：
将条件左侧拼成矩阵形式：
   
2. [bookmark: ]右侧矩阵化：
将条件右侧拼成矩阵形式：
   
3. [bookmark: ]建立等式并消去中间矩阵：
   
令    ，则    ，即    。
[bookmark: 2b796893204e4a5eaf3143353db161ca]结论
[bookmark: 03463c01587249209c9a92c27055a1bc]无论左侧结构如何复杂，只要能将条件转化为     的形式（其中     由线性无关向量组成，    为数字矩阵且     可逆），即可通过     找到与     相似的矩阵    ，进而利用     的性质求解。
[bookmark: 91026ebb22a84419b1fede2205d1803f]例3：利用相似对角化求矩阵的秩（两种解法） 
[bookmark: ][image: ]
[bookmark: 2b300e1de6b34965b402e7eb1b90472e]题目原文
[bookmark: e1259864572d407dbb3b0a41e3333752]设 3 阶矩阵     的特征值为    ，且    ，则     ________。
[bookmark: 8850e13cc2164fffa51ef0bacd02d3f3]解题思路分析
[bookmark: 4229aa94b55b45318ec4fa69d6f3f411]方法一：利用相似对角化性质直接计算
1. [bookmark: ]    有互异特征值，故     可相似对角化，设    。
2. [bookmark: ]若    ，则    。
3. [bookmark: ]计算     并判断其秩。
方法二：利用特征值与秩的关系（推荐）
4. [bookmark: ]确定     是否可对角化。
5. [bookmark: ]求     的特征值。
6. [bookmark: ]若     可对角化，则     的非零特征值个数。
[bookmark: 58b2dfde8a89435faaa6e1f54d007976]分步解答过程
[bookmark: 0bd5af82faf443ffb510470cfdded2ff]方法一推导：
[bookmark: 29128976e14b455f8f7395423f148fbf]   
[bookmark: 37cd8a2b7c984004922dd68293a717af]代入    ：
[bookmark: e7de57970d694f61a1342dff9dd9beab]   
[bookmark: 3b923e36b9514c00a68b220ab5b587ec]   
[bookmark: 618c20b5a11344578975c74fe569cae5]   
[bookmark: 4237e8cf60074cf4a110e4ff736356d2]相乘得对角元均为 0，故    （零矩阵）。
[bookmark: 73bd144a746646178ee2a56f2c50e8f5]因为    ，所以    。
[bookmark: 9f8714ababe247b48443562054431355]方法二推导：
1. [bookmark: ]    可对角化     也可对角化。
2. [bookmark: ]    的特征值    。
· [bookmark: d7747ae7-465d-4680-8dd5-4e9463f4a732]   
· [bookmark: cec66097-0dcb-4e3f-8361-c08be40057f1]   
· [bookmark: 42d374a5-10c9-4f36-b0b5-1c76b50e6b49]   
1. [bookmark: ]    的特征值全为 0，且     可对角化，故     相似于零矩阵。
2. [bookmark: ]   。
[bookmark: e09709926ea14572866a8d569626c925]答案
[bookmark: 446274c28dab438bb725454191b4eabb]   
[bookmark: d7c8935961b643aabfcd22b8e66c365d]例4：四阶分块矩阵相似性与秩的计算 
[bookmark: ][image: ]
[bookmark: b289237c000041e699a2ff4bcca94c2a]题目原文
[bookmark: 8b092d56cb454b6ba14876e6033f0ba5]（李林 880 题）设矩阵     相似于    ，则    ，   ，    满足（ ）。
[bookmark: 5b329465abe0484493c013e6c371a8f3](A)    
[bookmark: 011e5f478e7f4075a2b2e343f35d2df2](B)    
[bookmark: 73c6c976103d4d59955874ecf77863c8](C)    
[bookmark: 2cc53de80fa2492099fd64b4d4709224](D)    
[bookmark: 6d9f48827bce42978281c6ae98223412]解题思路分析
1. [bookmark: ]利用相似不变性：   ，   。
2. [bookmark: ]分析矩阵     的结构：    是分块对角矩阵    ，其中    。
3. [bookmark: ]计算各矩阵的秩：分别计算    。
[bookmark: 2fdae5c9ca7c4a53adb1daee28cbe667]分步解答过程
1. [bookmark: ]计算    ：
   
    的两行相同，   ；    的两行相同，   。
   
2. [bookmark: ]计算    ：
   
   
   ，行列式    ，故    。
   ，行列式    ，故    。
   
3. [bookmark: ]计算    ：
   
   
   ，两行成比例，   。
   ，行列式    ，故    。
   
4. [bookmark: ]比较大小：
   。
故    。
[bookmark: 780bb95b7e8c4b1ba9959df696cd1be8]答案
[bookmark: 5674eccb6703432d929dbf764876470a](D)
[bookmark: 2018ffe0fda047a68fd05a67cd209968]例4补充：实对称矩阵与特殊矩阵法 
[bookmark: ][image: ]
[bookmark: f95720e18765444da7e5d0aced6991e0]替代解法：利用特征值快速判断秩
[bookmark: 8259658ca6bd4743b42a865b52e79048]对于可对角化矩阵，其秩等于非零特征值的个数。
1. [bookmark: ]求     的特征值：
    是实对称矩阵，必可对角化。
    的特征值为    。
    的特征值为    。
故     的特征值为    。
2. [bookmark: ]利用谱映射定理求相关矩阵的特征值：
· [bookmark: 2e71e6a8-8ec6-4a8d-94fe-3ce82e891761]   ：
    的非零特征值为    ，共 2 个。   。
· [bookmark: fd887d5d-48d0-4f3a-8253-2dd917ce3c06]   ：
    的特征值为    ：
   。
非零特征值为    ，共 4 个。   。
· [bookmark: 4a537ecf-1a96-4ff7-af47-5fa73665bf7e]   ：
    的特征值为    ：
   。
非零特征值为    ，共 3 个。   。
1. [bookmark: ]结论：
   。选 (D)。
[bookmark: 871e9b6a061b4d8784c6958a89498b16]技巧总结
· [bookmark: 3f042480-4e39-417b-936b-e372dfea505e]实对称矩阵：直接判定可对角化，无需额外证明。
· [bookmark: 5fc56d5e-cae1-4020-bd24-fce42a738a0c]分块对角矩阵：特征值为各子块特征值的并集。
· [bookmark: 07401ddc-4993-4fdf-bc7e-e928633e2d34]秩与特征值：仅当矩阵可对角化时，秩 = 非零特征值个数。本题中     实对称，    亦实对称，均满足条件。
[bookmark: 65ab04577eb34529996499faa44c72cc]类型二：判断两个矩阵是否相似 
[bookmark: be78ebfc5d1e46e8b6a51887d2c3a8e2]例5：选择题中用必要条件排除法 
[bookmark: ][image: ]
[bookmark: 13a3897291444423a74f7153afe9e86d]题目原文
[bookmark: 013470d0cf574ce0b101b40f442e4183]设矩阵    ，下列矩阵中与     相似的是（ ）。
[bookmark: ee4ab8a4f8104520bbc2cbeb55dac225](A)    
[bookmark: fb8d3a384ed1426fafb79f9c09c51431](B)    
[bookmark: f07d10ba060f4accb470804308be50de](C)    
[bookmark: 58df235d628a4eda864a6e59749c67c7](D)    
[bookmark: ba1ce66c373a43da8da5100e424e8570]解题思路分析
1. [bookmark: ]初步筛选（简单必要条件）：观察各选项矩阵均为上三角矩阵，对角线元素均为 1。因此，所有矩阵的特征值均为    。迹、行列式、特征值均相同，无法通过简单的数值必要条件排除。
2. [bookmark: ]核心判据（秩的必要性）：若    ，则对于任意常数    ，有    。本题中特征值为 1，故重点考察     与各选项     是否相等。
3. [bookmark: ]排除法策略：计算题干矩阵     在     处的几何重数相关秩，依次验证选项。若某选项的秩与题干不符，直接排除。
[bookmark: cbfe1ef08ad14d0db674c88f14b0d2a4]分步解答过程
1. [bookmark: ]计算题干矩阵的秩：
   
该矩阵有一个二阶子式    ，且第三行为零行，故    。
2. [bookmark: ]逐项验证：
· [bookmark: 5077f6af-9bb8-42cd-a4cd-a38e6c34030a]选项 (A)：
   
显然    ，故    。满足必要条件，保留。
· [bookmark: 3bbc8e41-d5ca-48bf-856b-c9fa0619df8b]选项 (B)：
   
第 1、2 列全为零，仅第 3 列非零且线性相关（成比例），故    。
因    ，排除 (B)。
· [bookmark: 8be10cea-abaf-445b-942d-d3c8284f47a1]选项 (C)：
   
仅第一行非零，故    。
因    ，排除 (C)。
· [bookmark: 85f6ae42-68d4-4312-b8e5-844c950d7c29]选项 (D)：
   
仅一个非零元素，故    。
因    ，排除 (D)。
1. [bookmark: ]结论：
只有选项 (A) 满足相似的必要条件    。在单选题中，可直接选定 (A)。
[bookmark: 7a73e73268f6402e8f7758f289bcb61a]答案
[bookmark: 7157d356f0db4d67a995f4ca0f0e3744](A)
[bookmark: 3f82553fb90d4af39268baa3311016bd]例5深入：为何M不能相似对角化 
[bookmark: ][image: ]
[bookmark: c8cf3a5c2a7d42f9a1e2349b009239ee]核心概念解析
[bookmark: 140c26808df843b2ab63ce8c0f6a179b]本题中矩阵     及其相似矩阵均不能相似对角化。
1. [bookmark: ]特征值情况：
    的特征值为    （三重根）。
2. [bookmark: ]线性无关特征向量个数：
对应于     的线性无关特征向量个数由齐次线性方程组     的基础解系所含向量个数决定，即    。
   
即只有一个线性无关的特征向量。
3. [bookmark: ]对角化判定：
    阶矩阵可相似对角化的充要条件是每个     重特征值至少有     个线性无关的特征向量。
此处     为三重根，但仅有 1 个线性无关特征向量 (   )，故     不可相似对角化。
[bookmark: ee12cc177bf64172a5ec5313e794058f]考试策略提示
· [bookmark: 494ac28b-26c3-4461-a67a-0cb4f3adb74a]难点分析：由于     不可对角化，若要严格证明    ，需寻找可逆矩阵     使得    ，这通常涉及复杂的方程求解，不适合作为常规大题的直接计算步骤。
· [bookmark: 0abd4cbf-c4c6-4232-b49e-e933d8e58cce]应试技巧：在选择题中，利用“相似矩阵具有相同的    ”这一必要条件进行排除是最高效的方法。一旦排除了其他错误选项，剩余选项即为正确答案，无需强行构造变换矩阵    。
[bookmark: b9bcea63dbb9490fba2258604461ee9b]例6：抽象矩阵相似性质的判断（圈1-2） 
[bookmark: ][image: ]
[bookmark: 6542635ae58047c68e653310e375887d]题目原文
[bookmark: 86586f2f31a64198b89f5692b9295062]设     是     阶可逆矩阵，且    ，则下列结果中正确的个数为（ ）。
[bookmark: 2865a9ac87a045a180c262e7f2431f75]①    
[bookmark: c94683f282a4428c8589026b8db9c6db]②    
[bookmark: de7fec89487844e0a618b001a67ed90e]③    
[bookmark: eaf2e8d8f41d40e6bcefcba589f4c43a]④    
[bookmark: 44ba8c64f06f4339b26c8f91929911e9](A) 1
[bookmark: 1c865da76c6d42c284ba2fe663b760bc](B) 2
[bookmark: a08c65dec2e0492da3f4749d65633612](C) 3
[bookmark: 8062c13aa2834a3ebcb49d59d8bc28c1](D) 4
[bookmark: fcb2e7ea6a444da29db469047b58981b]前置推导
[bookmark: 53e5547686844ba6b444ff70b26745ab]由     可知存在可逆矩阵     使得    。
[bookmark: abece60026894ceca184566097f8ad09]两边取逆得：   。
[bookmark: 9c101501f4444f449635cb4f3b3ab6ee]即已知条件等价于：   ，且相似变换矩阵为    。
[bookmark: 7efb01948c5b4a09b2d419cf833050b3]分项判定过程
[bookmark: 8477a28a96e14f9d809b1330c845b6d0]① 判定    
· [bookmark: 1eafcb6e-0db6-437f-bba9-a0c7cbc45103]分析：利用相似定义构造。
· [bookmark: 576529e2-cbd7-48e3-8f75-2d17321c0346]推导：
   
即存在可逆矩阵    （因     可逆），使得    。
· [bookmark: 2d4d1218-706c-406d-bcd4-94f60bfcc59a]结论：    成立。① 正确。
② 判定    
· [bookmark: c5abf2e1-b836-4671-a961-d9ef789741b2]分析：需验证     且使用的相似变换矩阵是否与     一致。
· [bookmark: 78108b9b-bde9-47d5-97f7-0b38d39cd238]推导：
已知    。
两边取伴随矩阵：
   
利用伴随运算性质     及    ：
   
这表明    ，但相似变换矩阵为    ，而非    。
[bookmark: b2cfc16d9f494d5e94be6ad94f9492a1]*修正推导（利用行列式关系统一变换矩阵）*：
[bookmark: ad577df9882c426f976b5a46ff5853c8]由     和    。
[bookmark: b09a7f5aef3d4c0eb7a7b13617d979b0]因为    ，所以    。
[bookmark: 6f7c9c4b9a3745b5a92f4721f40af177]   
[bookmark: 91474f40903a4822b959f3a884eb143d]又因    ，
[bookmark: 0672350786ce46bc8577fe5a70c9e465]或者直接利用     且变换矩阵为    （前文已证    ）：
[bookmark: 0cb5199662d04529b6d42060bdaff8c3]   
[bookmark: ef8d9ccf27ae4e17a88a63a5f02d1a88]即    。
[bookmark: eb7cc9a09e3849dcbc7f20992f31b367]此时，我们有：
1. [bookmark: ]   
2. [bookmark: ]   
[bookmark: 18b84246849149be92dbebc324e34565]两式相加：
[bookmark: 61a4c29fff714f0ea3ae9c364f4ee6e0]   
· [bookmark: 6c34daee-118e-4fd4-868a-ee3fe14f8f8a]结论：    成立。② 正确。
[bookmark: d8ce46ec4f5a45e09b6bcceaa462efe3]例6：抽象矩阵相似性质的判断（圈3-4） 
[bookmark: ][image: ]
[bookmark: 6ee1e4c263a749c68a474db09e14a65e]分项判定过程（续）
[bookmark: ec7989f8efb84216a6711ead45493eb1]③ 判定    
· [bookmark: bd07bfb4-f64c-49d9-8aeb-f52c0e28dd60]分析：需考察     与     的相似关系及变换矩阵。
· [bookmark: 5036cf8f-974f-4fde-9508-23a62ac85be3]推导：
已知    。
两边取转置：
   
令    ，则上式可写为    。
这说明    ，但其相似变换矩阵为    ，而     的变换矩阵为    。
[bookmark: ec511872d47542f0a4adcfa05dd7a9c3]由于    （一般情况下），我们无法找到一个统一的矩阵     同时满足     和    。因此，不能直接将两个相似关系相加得到    。
· [bookmark: fe31c55e-1263-4ab8-a80a-2dc45368b874]反例思考：若     为非对称矩阵，通常     与     不保持由     定义的相似关系。
· [bookmark: b2d62c3a-aced-4fb2-b206-a5b1b2c92b08]结论：③ 错误。
④ 判定    
· [bookmark: 2e6560c1-8639-4014-be95-20536625a974]分析：利用分块对角矩阵的相似性质。若子块分别相似，则整体相似。
· [bookmark: fad749cd-7849-4ed7-ba7b-0b07a26f6e2b]推导：
1. [bookmark: ]左上角：   ，存在     使    。
2. [bookmark: ]右下角：   ，存在     使    。
[bookmark: cf5d9e7290904a91992478195fa2785c]构造分块对角变换矩阵    。
[bookmark: d1537f636fd94c1d9ee0bf68f73f3837]计算    ：
[bookmark: 5c21b1deb58642e6b8fe25831433c90b]   
[bookmark: 3ad02dd0dbf9411d8028b87565ad2dd7]由于存在可逆矩阵     使得上述等式成立，故两个分块矩阵相似。
· [bookmark: 4ead84c1-f33c-4c78-86fe-818c04a76905]结论：④ 正确。
[bookmark: 27cc0a3bc49140b59b83309f377fd0cf]最终统计
[bookmark: 2b6d2d6c9c884a7a9d8df329f57ebf9e]正确的命题有：①、②、④，共 3 个。
[bookmark: 2172bfdc1bd444bb83253b3479f8dfd0]答案
[bookmark: cc3d9c8140354c66bc75615e6f897418](C)
[bookmark: 0eaed612d2b1431280e3a6253c5c9824]类型三：严格证明矩阵相似 
[bookmark: e10ff58548574ffe905f32614cebfdf5]例7：秩1矩阵与上三角矩阵相似的证明 
[bookmark: ][image: ]
[bookmark: e1f8011a0fa74eb5be9e28b9f1d64874]题目背景与思路分析
[bookmark: e32be35e810741e4a056441489a5442b]本题要求严格证明两个     阶矩阵     和     相似。
· [bookmark: 6d7c3c63-9edf-4512-bfac-b907e13da31c]矩阵    ：元素全为 1 的矩阵（即    ）。
· [bookmark: ac176832-b6e6-4962-951c-2899d8f99833]矩阵    ：上三角矩阵，对角线元素为    （注：根据特征值推导，最后一个对角元应使得迹为    ，结合ASR中“1到n”及特征值结果，通常此类经典题型中     的结构旨在构造相同的特征值分布，此处重点在于利用相似的对角阵作为桥梁）。
· [bookmark: 7eae2038-e402-4f68-a7df-8f6101b0721b]核心策略：利用相似的传递性。若     且    ，则    。其中     为对角矩阵。
[bookmark: 48b7e1c268844a2b9c6737161f455f6d]分步解答过程
1. [bookmark: ]分析矩阵     的相似对角化
· [bookmark: 60b167f6-a948-4aa8-97d6-b37970274bf5]计算特征值：
矩阵    。
由于     的各行相同，故    。
迹    。
对于秩为 1 的矩阵，其特征值为    ，其余     个特征值均为 0。
即    。
· [bookmark: 75cc59b3-1939-4b8e-9677-0f7e60d243bc]判断可对角化：
· [bookmark: e369375a-396c-419a-b0cc-5efcfe29da40]方法一（通用）：由    ，齐次方程组     的基础解系含有     个线性无关向量。这     个向量即为对应于特征值     的线性无关特征向量。加上对应于     的一个特征向量，共有     个线性无关特征向量，故     可相似对角化。
· [bookmark: 761d15e2-db14-48c1-b1a7-6cd9b3ec5bb1]方法二（特殊性质）：    是实对称矩阵（   ），实对称矩阵必可相似对角化。
· [bookmark: c93ad957-955d-4d2d-bc8f-7e4a1350fa86]结论：存在可逆矩阵    ，使得    。
1. [bookmark: ]分析矩阵     的相似对角化
· [bookmark: 59cf6585-69ae-4af6-a19a-34c618775f00]计算特征值：
假设     为题目隐含的上三角结构，其特征多项式为    。
解得特征值：   。
· [bookmark: f21074c1-4149-482c-823a-7aa4f4f1142c]判断可对角化：
同理，需验证     对应的线性无关特征向量个数。
由题意及结构可知，   （或通过具体计算    ），故     有     个线性无关解。
因此，    也有     个线性无关特征向量，可相似对角化。
· [bookmark: 7bff8507-0588-46e2-8104-52f3f125d7dc]结论：存在可逆矩阵    ，使得    。
1. [bookmark: ]综合结论
由     且    ，根据相似关系的传递性，可得：
   
[bookmark: f0c717054b6046a28cbd511582dced17]答案
[bookmark: 0e7167b104144a07b0df43a8697b6ede]    与     相似。
[bookmark: ac6bfbdbb65a4cd990e060b0ca71fbe8]例8：抽象二阶矩阵相似性的证明（第一问） 
[bookmark: ][image: ]
[bookmark: 105fcae9109b424a8c20215d2f10d338]题目原文
[bookmark: 4e8e275fc19045c3a6c5b15ffa92031c]设     为 2 阶矩阵，   ，其中     是非零向量且不是     的特征向量。
[bookmark: 8dae75d4927d40aa8b7bf103e4d3251b](1) 证明     为可逆矩阵。
[bookmark: 63485d37c47846f7b4635e11b93fc37e](2) 若    ，判断     是否相似于对角矩阵。
[bookmark: 20d41e3f327c4765a824179a80615e19]解题思路分析
· [bookmark: 497a1fa8-4f93-42fe-a0fc-afb0ef1fcf57]目标：证明 2 阶矩阵     可逆，即证明其列向量线性无关。
· [bookmark: dc4921c7-ed69-47c0-9d1b-6fb36eb1780c]关键条件：    且     不是     的特征向量。
· [bookmark: 2d63f0c5-c749-45da-91ae-929b237f87bf]逻辑链条：若列向量线性相关     成比例     构成特征值定义     与已知条件矛盾。
[bookmark: 7b1babb1992b493c8d2cd9108ab53593]分步解答过程
1. [bookmark: ]反证法假设：
假设     不可逆，则其列向量     与     线性相关。
由于    ，故存在常数     使得：
   
2. [bookmark: ]导出矛盾：
上述等式     恰好符合特征值与特征向量的定义。
这意味着     是矩阵     属于特征值     的特征向量。
这与题目已知条件“    不是     的特征向量”相矛盾。
3. [bookmark: ]得出结论：
假设不成立，故     与     线性无关。
因此，矩阵     的秩为 2，即     为可逆矩阵。
[bookmark: 38386e3ec7cf4fd3969f291d8c50b68b]答案
[bookmark: 32461445752b48b8966ab14f0054821b]    为可逆矩阵。
[bookmark: 855fb45647db49889366f4aa426a88f8]例8：抽象二阶矩阵相似性的证明（第二问） 
[bookmark: ][image: ]
[bookmark: ba714eef69ab4c728db22a44ec72506f]解题思路分析
· [bookmark: 42e91653-89a7-4c14-8aa6-0b4c7dd705da]问题类型：抽象矩阵相似性判断。
· [bookmark: 6f6a436b-24e8-4036-93cc-78d0043a2226]核心方法：寻找关系式    。若找到可逆矩阵     和具体矩阵     使得    ，则    。进而通过判断具体矩阵     是否可对角化来推断    。
· [bookmark: 0701bd5f-6421-42ff-9cf9-8a4fbe35bfa8]已知条件利用：   。
[bookmark: c2d87fccc2f64feab0c4554ffc33a9b0]分步解答过程
1. [bookmark: ]构造相似关系    
计算    ：
   
利用已知条件    ，代入上式第二列：
   
将结果表示为     与某矩阵     的乘积形式：
   
对比系数：
· [bookmark: 2f4a94f3-a59f-4c28-88f5-fff24f8f5dd0]第一列    
· [bookmark: d52a69d7-26fb-43dd-9212-420f67895593]第二列    
故得到矩阵    ，满足：
   
由于     可逆，故    。
1. [bookmark: ]判断矩阵     是否相似于对角矩阵
计算     的特征值：
   
令    ，解得：
   
由于     是 2 阶矩阵且具有两个互异的特征值，故     必可相似对角化。
2. [bookmark: ]最终结论
因为     且     可相似对角化，根据相似关系的传递性，    也可相似对角化。
[bookmark: 95b31f95d9474fc781fabb34c19a6949]答案
[bookmark: bff54611eb514675af7f45fc6392c792]    相似于对角矩阵。
[bookmark: 1b97b4db3ce3493684a5a973d52f9b2d]类型四：求解相似变换的可逆矩阵P 
[bookmark: 1c884292a8464201ae6ae04583ac16e8]类型四引入与基础阶段真题回顾 
[bookmark: ][image: ]
[bookmark: 7b1fd0005c3b42da83122349ae4fc349]核心思路回顾
[bookmark: 57057cbad1784fa6987ebc343f466973]本类问题的核心是求解可逆矩阵    ，使得    。
· [bookmark: d7d38b83-ce52-4ba3-83eb-662614259c2d]基础方法：利用相似对角化的传递性。
· [bookmark: 5a2a9232-392f-4416-bf98-54d8137e9df4]步骤：
1.1. [bookmark: ]寻找可逆矩阵    ，使得    （    相似对角化）。
1.2. [bookmark: ]寻找可逆矩阵    ，使得    （    相似对角化，且对角阵     相同）。
1.3. [bookmark: ]由    ，推导得    。
1.4. [bookmark: ]故所求变换矩阵为    （或根据具体定义调整顺序，本质是利用     作为桥梁）。
[bookmark: 6b865080beb844c5b56c9437bdb4074b]例9：含参数的特征值求解与参数确定 
[bookmark: ][image: ]
[bookmark: fd572d4984c74a9281d8242ad3c55484]题目原文
[bookmark: e36a12ff15734b7585063447d55ab3e9]设     有三个线性无关的特征向量，求可逆矩阵     使得    。
[bookmark: a1e45a56e06b46aca477b85c17a82304]分步解答过程：确定参数    
1. [bookmark: ]计算特征多项式
   
进行行列式变换：
· [bookmark: 6eef4f5a-d83f-462c-8204-1cb619401132]将第 3 列加到第 1 列：
   
· [bookmark: c2494457-1575-479b-b641-d4854863c614]将第 1 行的     倍加到第 3 行：
   
得到上三角行列式，特征多项式为：
   
解得特征值：   。
注意：特征值与参数     无关。
1. [bookmark: ]利用“三个线性无关特征向量”确定    
· [bookmark: a3dc50a6-bc40-44fe-a4ea-7c263daae1de]矩阵     有 3 个线性无关特征向量         可相似对角化。
· [bookmark: 83461a79-ca56-4fcf-968e-e37ceae394b3]对于二重特征值    ，其几何重数必须等于代数重数 2。
· [bookmark: 3cda837b-5c10-4677-80ed-da5e641ef4a8]即齐次方程组     的基础解系含有 2 个向量    。
· [bookmark: a302851c-e3ce-4143-86e0-ff84d1022dea]计算矩阵    （即    ，秩相同）：
   
· [bookmark: 22be35f9-c4c5-466e-b650-ddb69b634117]要使    ，观察可知第 1、3 行相同且非零，故第 2 行必须为零行（或与第 1 行成比例且系数为0，因中间元素为0）。
· [bookmark: 1c2485a1-f74b-495a-9180-b927727aedd8]显然需满足     且    ，即    。
· [bookmark: ced7dd6a-bbcf-4bf0-bcdb-47737efe484a]验证：当     时，   ，秩确实为 1。
[bookmark: b944121e3553433f9fddd08eb59b1a8c]答案
[bookmark: 678292fe3f3e448d927fa93ddb9c1af0]参数    。
[bookmark: 67789d4f3ce44b9f8c09d5ac961374a5]例9：利用传递性求可逆矩阵P 
[bookmark: ][image: ]
[bookmark: 78ca6c669e3043e187efb1a99a3febe2]解题思路分析
[bookmark: 9091ecfa5ba449c1aea9443fade908dd]目标：求     使得    。
· [bookmark: fa3d524a-8334-425b-b0c5-2acf3da27e65]策略：利用相似对角化作为桥梁。
· [bookmark: 925a8e96-f7c4-42e5-93c4-3fcd6bdbbbbb]已知     可对角化，设    。
· [bookmark: eee307da-6958-48bf-8a35-5fd796dc26b6]对等式两边取转置：   。
· [bookmark: 5a846919-c51f-4c51-b286-ba11a3230f38]由于     是对角阵，   。
· [bookmark: 668561d0-d1e3-40c5-84cc-1b7bc12ba592]展开左边：   。
· [bookmark: 3d08cb66-4847-4585-a644-0d1dd41cd1d8]这表明     也可以通过相似变换化为    ，且变换矩阵与     有关。
[bookmark: 5f92caf8bc934aacb9d759bc34a2e6a3]逻辑推导
1. [bookmark: ]由    ，得    。
2. [bookmark: ]由    ，得    ，即    。
3. [bookmark: ]连接路径：   。
4. [bookmark: ]综合变换：    经过     变为    ，再经过     变为    。
即存在关系：    ?
修正推导：
我们要找     使    。
已知     ①
已知     ②
由 ① 和 ② 得：   
左乘    ，右乘    ：
   
令    ，则    。
故    。
[bookmark: 2b142fe9d5cd413ba3f357e874d6b4ed]结论：所求可逆矩阵    。
[bookmark: 4daa753f55b6449f828ee187d3246540]例9：特征向量求解与P矩阵计算 
[bookmark: ][image: ]
[bookmark: 4cd28897f52847ac8e392f801cd87aec]分步解答过程：计算     及最终    
1. [bookmark: ]求解特征向量
已知    ，   。
· [bookmark: a6f1b6fa-66da-4a69-a0c0-72c67afed5ee]对于    ：
解    。
   
得基础解系    。
· [bookmark: 6e79bf7d-fc8f-4c19-809d-2a1792844058]对于    ：
解    。
   
方程为    。
取两个线性无关解：
令    ，得    。
令    （取整倍数），或令    ，得    。
*(注：特征向量不唯一，只要线性无关即可)*
1. [bookmark: ]构造    
   
2. [bookmark: ]计算最终矩阵    
   
   
[bookmark: cdf1307124f642a68f93b080fe50e12a]答案
[bookmark: dc521942f61c4ab3a7504de2559a83d5]   
[bookmark: 46de53f7ac3545ac9eb2c0c1aab3b9fc]*(注：    为实对称矩阵，这是由     的结构决定的)*
[bookmark: 6d6b2eb588044af6902e4226dbac2004]考试书写步骤与流程图语言总结 
[bookmark: ][image: ]
[bookmark: acfc863a3c3d41729046ee477ff7fad6]标准答题步骤规范
[bookmark: a2c285d0828d4560a621100c1396bd1b]在考试中求解此类问题（求     使    ），建议按以下简洁步骤书写，避免冗余推导：
1. [bookmark: ]求特征值与特征向量：
计算出     的特征值     及对应的线性无关特征向量    。
2. [bookmark: ]构造对角化矩阵    ：
令    ，写出    。
3. [bookmark: ]利用转置性质建立联系：
对上式取转置：   。
化简得：   。
4. [bookmark: ]联立等式求解    ：
由     和    ，可得：
   
整理得：
   
即：
   
5. [bookmark: ]给出结论：
故所求可逆矩阵    。代入数值计算即可。
[bookmark: da15e2e711244bd3841b8a9993d158a7]关键提示
· [bookmark: c4640f6f-a7a2-4194-b0ba-76e77dbaf1dc]流程图辅助：    是极佳的思维工具，但不要画在答题卡上。
· [bookmark: 8d0203bd-5b6c-4d15-9197-73dda9558c96]答案不唯一：由于特征向量的选取不唯一，    不唯一，导致最终     也不唯一。只要验证满足     即为正确答案。
· [bookmark: 3ad09292-80a3-42b2-96d1-e7d271ac5760]实对称性：形如     的矩阵必为实对称矩阵，可作为检验结果合理性的依据。
[bookmark: b4b5708d127b46b79037d98d6e6350ac]（内容由AI生成）
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