
[bookmark: 8a8dbaffb7264163a3ffdb798e4043be]本视频讲述了实对称矩阵正交相似对角化的步骤及施密特正交化原理，并通过例题解析了已知特征向量求正交矩阵Q、利用A与A*关系同时对角化以及求解伴随矩阵方程组通解的综合应用方法。
[bookmark: ][image: ]
[bookmark: 4c40f37fb8ff4520b70712e8b59147a4]实对称矩阵正交相似对角化步骤与施密特正交化 
[bookmark: a56f4792ce964432b340ebd3ab15dba6]正交相似对角化的三步流程与注意事项 
[bookmark: ][image: ]
[bookmark: a464e824c18647cca89591a877e84949]核心定义与步骤
[bookmark: 4ae61caf849a43c987ff88388412bf9f]实对称矩阵     正交相似对角化的一般步骤如下：
1. [bookmark: ]求特征值：求出实对称矩阵     的所有特征值    ，其中互不相等的特征值为    。
2. [bookmark: ]求特征向量并正交化单位化：
· [bookmark: fa4dddb6-8bd2-4cff-a321-ff7bafba862e]对每一个互异特征值    ，求解齐次方程组     的基础解系。
· [bookmark: d194b284-ea03-4af7-b8b0-c41a4beb684c]合并所有基础解系，得到     的     个线性无关的特征向量    。
· [bookmark: f20fe334-a16d-45a7-b201-f6bc2b324c0c]关键区别：与一般矩阵相似对角化不同，此处需将特征向量先正交化再单位化，得到标准正交向量组    。
· [bookmark: c406208b-9d64-450b-80c5-66029048ee67]注意：不同特征值对应的特征向量天然正交，因此只需对同一特征值（重根）对应的特征向量进行施密特正交化。
3. [bookmark: ]构造正交矩阵：
· [bookmark: 89c72425-faf3-413c-a7c9-dc718e4731f4]令    ，   。
· [bookmark: 6059401b-9d66-4593-8997-c794bdd38f56]则有    。
· [bookmark: e7b9def9-d4ba-469a-866e-c3e6d6225ff4]重要约束：    中列向量     的排序必须与     中对角元     的排序严格对应。
[bookmark: 0f111a0ae39f4f9c8d85d1ae43a40071]施密特正交化原理：二维向量正交化推导 
[bookmark: ][image: ]
[bookmark: 79443cdff6424115967214d646d104d0]核心定义
[bookmark: 45c3db7cd401431f89753a00b2bcaa13]施密特正交化是将一组线性无关但不正交的向量转化为标准正交向量组的过程，包含两步：
1. [bookmark: ]正交化：构造两两正交的向量组    。
2. [bookmark: ]单位化：将正交向量组转化为单位向量组    。
[bookmark: 968c7e2f29244aa7bed71651612a14e0]二维情形推导
[bookmark: 4e8e87f2b60247779e2af5963940229e]给定线性无关向量    ：
1. [bookmark: ]取    。
2. [bookmark: ]设    ，要求    ，即    。
   
解得系数：
   
故：
   
[bookmark: 214cf59b2e174b6582072b5100652b4f]几何意义
[bookmark: 254288514c184451bfe8d3bb91016bdd]    是     减去其在     方向上的投影分量，从而保证     与     垂直。
[bookmark: 472432add51848ba994ae1bdf4b20f92]施密特正交化原理：三维向量正交化推导 
[bookmark: ][image: ]
[bookmark: da88e81ec9f34ac9b34530c113e10a3c]三维情形推导
[bookmark: f4c6712ac8d04f819d8c91c6569c759e]给定线性无关向量    ：
1. [bookmark: ]正交化过程：
· [bookmark: 9cc8f65f-3a34-4a7c-942b-91d8b8fc047b]   
· [bookmark: ecc8919f-2e85-4140-9d08-67302f3b756c]   
· [bookmark: 734e1a0d-fc07-4060-af26-93e7cf5bfad1]对于    ，设    。
利用正交性     和    ：
   
   
故：
   
2. [bookmark: ]单位化过程：
   
[bookmark: ebd2c2bf838a495bb0da4c129d3e10f7]几何意义
[bookmark: 2eb3e98bb0d24dbca0b3876d632a7664]    是     减去其在由     张成的平面上的投影分量，从而保证     与该平面垂直。
[bookmark: 404d9bd3fb264b9fb53e971d1a6c4fcc]施密特正交化公式记忆与考研常见情形 
[bookmark: ][image: ]
[bookmark: f2cb83b64ced49e0b65e901b7f772030]公式记忆技巧
· [bookmark: 082e5e91-44fe-4faa-ac10-cd3c18899d91]   ：直接取    。
· [bookmark: c88a7da6-f3e3-46d0-a9ca-9cc4740f9a11]   ：    减去“投影项”。投影项分子为    ，分母为    ，基底为    。
· [bookmark: 665d8cec-129c-4166-a80e-55ddd743dcf3]   ：    减去两个“投影项”。
· [bookmark: 0ae3ab37-dd82-43b6-9fca-6c8847681979]第一项：分子    ，分母    ，基底    。
· [bookmark: 81305248-188d-4fb5-8674-906e1533205d]第二项：分子    ，分母    ，基底    。
· [bookmark: 3309b761-b647-40b7-aa8b-8d083378ce9f]规律：当前向量     减去之前所有已正交化向量     方向上的投影。
[bookmark: 50679523de504df8a3c6ca858df382ac]考研常见情形
· [bookmark: 1264c962-2f50-47c0-84b8-fb3bd3c61b44]三阶实对称矩阵若特征值互异，特征向量天然正交，只需单位化。
· [bookmark: de833bc0-44c5-4a2b-af11-3ebdd7d29815]需施密特正交化的情形：存在重特征值，且该重根对应的线性无关特征向量不正交。此时仅需对该重根下的特征向量组进行正交化。
· [bookmark: 3c052ed2-48a4-4769-83ff-9463103f95c2]性质保持：正交化后的向量     仍是原特征值对应的特征向量（因为它们是原特征向量的线性组合，且属于同一特征子空间）。
[bookmark: f06863d366494f8bad0dc59d9a614af5]例题7：已知特征向量求正交矩阵Q 
[bookmark: 2a1a5fb50b8e459f88a483e13b25b9ef]利用已知特征向量求参数A与特征值λ 
[bookmark: ][image: ]
[bookmark: 5441acbaae354dfe8a33628e09f1ee57]题目原文
[bookmark: cea12aa62d1f430d8e95478d21accd50]已知实对称矩阵    ，且    ，其中     的第一列为    。求     及正交矩阵    。
[bookmark: e99ff53b31e04ecdad81423ab5b6a93f]解题思路分析
· [bookmark: 0d68fb32-b3a7-4926-88d2-ec0c6353c16e]利用特征值定义    ，将已知特征向量代入求解     和参数    。
· [bookmark: f9d14547-b106-42d1-8b72-0703cde2c99b]注意：特征向量乘以非零常数仍为特征向量，计算时可忽略归一化系数    。
[bookmark: f68888a7fbf24d75afbfa90062cf0375]分步解答过程
1. [bookmark: ]令    ，由    ：
   
2. [bookmark: ]对比分量：
· [bookmark: 0a31bdb3-2caa-4ad1-bdde-ef232e3632af]第一行：   。
· [bookmark: 312fe443-d8c7-4354-a57f-70951fbed841]第三行：   。
· [bookmark: 282c31f4-591d-49ab-acd3-e047731b0af2]验证第二行：   ，成立。
[bookmark: c48afdcbc07a47079bb40ae9eab04a02]答案
[bookmark: 0a4d4794790049de8ea990068f8f5fe5]   
[bookmark: 3dc922fee81243fa830f0a4224ff3b82]求解全部特征值与特征向量并构造正交矩阵Q 
[bookmark: ][image: ]
[bookmark: dd53dd5a8c494a2b805eb8c32d89aaa2]分步解答过程
1. [bookmark: ]求所有特征值：
当     时，   。
计算特征多项式    ：
   
将第3行加到第1行：
   
   
解得特征值：   。
2. [bookmark: ]求特征向量：
· [bookmark: 2e971a7f-a247-4941-941b-eef7ee9cc1f7]对于    ，解    ，得    。
· [bookmark: e7e852e1-bb97-466b-8c48-181bf1e9f19d]对于    ，解    ，得    （即题目已知向量）。
· [bookmark: 6e8714dc-53c0-4160-a9b4-310c4f6706be]对于    ，解    ，得    。
3. [bookmark: ]单位化：
由于特征值互异，特征向量天然正交，只需单位化：
· [bookmark: 908667f2-787f-43ae-862e-4d35a174586e]   
· [bookmark: fba8dc02-de8c-47aa-ac02-484215fe5eee]   
· [bookmark: cb71bef7-7e44-4551-88f9-19fb33490ad7]   
4. [bookmark: ]构造正交矩阵 Q：
题目要求     的第一列为    ，即     必须排在第一列。
   
对应的对角矩阵     需与     列向量顺序对应：
   
[bookmark: 10540e10b32542c789a920acca2ff0f0]答案
[bookmark: 5df4e244e5b94fd9a7fdd090dbc4b05b]   
[bookmark: aace1aa8b96a43a583a84d3389b7d35a]例题8：综合题——正交矩阵Q与伴随矩阵对角化 
[bookmark: 61d2fb255c0a41fa98e3a1559545f8fe]第一问：证明A可相似对角化（实对称法） 
[bookmark: ][image: ]
[bookmark: 032dffa76ec74cf1bed5bf3713371d10]题目原文
[bookmark: af03870577c24f338bff0e41c48461b2]设     是 3 维单位正交列向量组，   。
[bookmark: 4a24808b12734c6eafea544990182061](1) 证明     可相似对角化；
[bookmark: 09791558ca97432bac252789c328cec9]解题思路分析
· [bookmark: 35c6da43-008f-4915-8144-3f4bd41132a6]观察矩阵结构，验证其是否为实对称矩阵。
· [bookmark: 6c8cf146-fd8e-4206-96d5-78d3f4caadb7]实对称矩阵必可正交相似对角化。
[bookmark: 25adc42b1d1043a18d17edaab05e0c15]分步解答过程
1. [bookmark: ]计算     的转置：
   
2. [bookmark: ]因为    ，所以     是实对称矩阵。
3. [bookmark: ]根据实对称矩阵的性质，    必可相似对角化。
[bookmark: 6516bbedb78849fea31c20b1b77e87f8]答案
[bookmark: 38d830155e254cf2a043e2a4f6680a0c]    为实对称矩阵，故可相似对角化。
[bookmark: 91bba17180ce4c75be5b4745cd487cee]第一问：利用Aα、Aβ运算快速求特征值特征向量 
[bookmark: ][image: ]
[bookmark: 2ba8d5bb89544f3c90cc64641324455b]解题思路分析
· [bookmark: a85d56ea-3133-41ab-b4f4-410b2cbc41a6]利用     的单位正交性（   ），通过矩阵乘法构造特征方程。
· [bookmark: b9f4e6c3-5677-476c-872e-5f136e4e5a60]结合秩的性质确定剩余特征值。
[bookmark: f93096507b4240bb9a38d21e36e59c2c]分步解答过程
1. [bookmark: ]计算     和    ：
   
   
2. [bookmark: ]构造线性组合寻找特征向量：
· [bookmark: 51edd67e-666c-4add-af0e-e231a5ceed44]相加：   。
   ，特征向量    。
· [bookmark: a0861a70-002d-43d8-b22d-872cc5ae9459]相减：   。
   ，特征向量    。
3. [bookmark: ]确定第三个特征值：
· [bookmark: 9235bb1b-2d3f-45ab-b38f-5fa17903a001]    是两个秩为1的矩阵之和，故    。
· [bookmark: ebee144a-96ac-4255-8bf9-5a5a811b2e26]因为     是 3 阶矩阵且    ，所以    ，必有    。
[bookmark: fcd5648b79b24610b540f9a75d7cde44]答案
[bookmark: 4f1b26e47cae418ea744da1a98aa956c]    的特征值为    ，故有三个互异特征值，必可相似对角化。
[bookmark: d8433a5c3e41442085bd5c227655c18d]第二问：A与A*同时对角化的理论推导 
[bookmark: ][image: ]
[bookmark: 57170a5339bb4c50a3267bf5f7878963]题目原文
[bookmark: afdf0d5615684b48b9073b2cda5f5eb5](2) 若    ，求正交矩阵    ，使得    ，并求    。
[bookmark: ec223981bec747c6b99c976ec4ede136]解题思路分析
· [bookmark: fcca35b8-d608-401d-a4ef-9d014973e9c8]利用性质：若     可正交对角化为    ，则     也可由同一     对角化为    ，且    （即对角元为原特征值的代数余子式乘积，或直接用公式    ）。
· [bookmark: 6af8c721-1242-41e9-bd26-f61c7f30f841]目标矩阵     的对角阵即为    。
[bookmark: 3e962b1cda514c29a83f5f26a64645b8]分步解答过程
1. [bookmark: ]理论推导：
已知    。
对等式两边取伴随（或利用     及特征值关系）：
    的特征值为    ，则     的特征值为    （若    ）或    （若     且    ）。
更简单地，对于对角阵    ，其伴随矩阵    。
由于     与     共享相同的特征向量组（即     的列），故：
   
2. [bookmark: ]计算具体数值：
    的特征值    。
· [bookmark: 57c6379c-4d1e-4d81-b997-088f88be92d5]   。
· [bookmark: 6a9867af-271a-4e08-b0ed-f7a6a613f6eb]    的特征值：
· [bookmark: 3df5c2fd-285e-4349-b3ce-85144f7d3f0f]对应    :    。
· [bookmark: 7271340d-99f7-47f3-8727-2c7e184f75ab]对应    :    。
· [bookmark: 80e2c182-77d3-42c2-b4aa-81477916ac9d]对应    :    。
· [bookmark: 680afcaf-a40b-4d54-a0ab-f1932265fd88]   。
· [bookmark: 6e570e1a-f9e0-4d5f-927a-e7b401fdbf0c]   。
[bookmark: 982a7dc817e64803b7a85715bd1bfa49]答案
[bookmark: cd334d82b2474205919992371b5fb3ba]   
[bookmark: d25430acdba94c7baafee68bf4e11db7]第二问：求特征向量并构造正交矩阵Q 
[bookmark: ][image: ]
[bookmark: 70c28f1493004b3e8b5bbec475dcb712]分步解答过程
1. [bookmark: ]确定特征向量：
· [bookmark: 0bce4c3c-de03-428e-86da-47974bde723d]对应     的特征向量：   。
· [bookmark: f1036742-2e45-4908-92dd-ec2e3f1424f7]对应     的特征向量：   。
· [bookmark: 3c24f2d5-4788-4f44-b83e-21375a6bd3f0]对应     的特征向量    ：需满足与     正交。
设    ，由     和    ：
   
两式相加得    。
两式相减得    。
取    ，则    ，得    。
2. [bookmark: ]单位化：
· [bookmark: 8caa6456-f186-428a-bdef-10034ba71a22]   。
· [bookmark: 98017c0d-6c57-43bd-a533-afb11eb4834c]   。
· [bookmark: 2d06db17-edc2-439a-b522-60de79fef423]   。
3. [bookmark: ]构造 Q：
   
[bookmark: de666d3af6544936866b0c2a57f74de4]答案
[bookmark: acd5fef24da246c589b06fc3bf3d3af6]   
[bookmark: 7aba119e59f24be4987d35e10be36b1f]第三问：求(A*)x=0的通解——两种思路对比 
[bookmark: ][image: ]
[bookmark: 8c2fc69779a24bcb92d8a9291aee4082]题目原文
[bookmark: c337037c8b484cbea0249ba360510792](3) 若    ，求方程组     的通解。
[bookmark: 74ef1e309512428a9527b78dd94f4ead]解题思路分析
· [bookmark: e5f255f1-8f2c-4482-b954-18c55701cc0c]思路一（常规）：求出    ，进而求    ，解齐次方程组。
· [bookmark: f97f35e9-ed00-4760-8fbb-1f310e178275]思路二（特征值法）：    等价于求     对应于特征值     的特征向量。
[bookmark: 423c950d4cdd477fb68256f02c6d3059]分步解答过程（采用思路二）
1. [bookmark: ]分析特征值关系：
    的特征值为    。
    的特征值为    。
方程     的解即为     对应于特征值     的特征向量。
2. [bookmark: ]确定特征向量：
    与     拥有相同的特征向量。
· [bookmark: a97f92eb-5aa5-4a80-8da3-af61a2ede1fb]    中对应     的特征向量    ，对应     的特征值    。
· [bookmark: f316de0c-9dda-4fb7-8765-444365b33690]    中对应     的特征向量    ，对应     的特征值    。
· [bookmark: cfcb60cf-d814-4577-9eb4-a3d0eb0b15b5]    中对应     的特征向量    ，对应     的特征值    （非零，不是解）。
3. [bookmark: ]写出通解：
基础解系为    。
   
代入具体向量：
   
[bookmark: 8bd5f41104924618ae5e831d4365a017]答案
[bookmark: 9426b6f3a15646b3aea5d59aa0fb7fe9]   
[bookmark: 881cc51ad33f417e8c05d5dcdcea40fc]（内容由AI生成）
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