
[bookmark: 161a465e66774357bd50fdd0fc4e8def]本视频讲述了谱分解定理的原理及其在实对称矩阵计算中的应用，重点介绍了利用特征值含零或重根的特性简化矩阵求解、多项式变换及高次幂计算的技巧，并通过三道典型例题演示了单位正交化处理与构造辅助矩阵的具体解题步骤。
[bookmark: ][image: ]
[bookmark: 6f9107ebadae40f0bed171fea10f8bae]谱分解定理的原理与基础应用 
[bookmark: 61d23b14c7974f759797e66b77eee7c7]谱分解定理的定义与推导 
[bookmark: ][image: ]
[bookmark: 92d8667e059f47c5a800841ad810ed8d]核心定义
[bookmark: 0161d0935e8e4606a8df20dac68d6adc]若     阶实对称矩阵     对应于特征值     的单位正交特征向量为    ，则矩阵     可以表示为：
[bookmark: 66204a9f40cf4f98810439ddaad417d5]   
[bookmark: dcf588053f9c4f438ad4611398ec38b1]适用条件与特点
1. [bookmark: ]适用对象：仅适用于     阶实对称矩阵。
2. [bookmark: ]关键要求：特征向量必须是单位正交的（即两两正交且模长为 1）。
3. [bookmark: ]优势场景：当矩阵的特征值中含有较多     时，计算效率极高，因为对应项直接为零，无需计算。
[bookmark: a36219681b834d86bb03e7ad6395e75a]定理推导过程
1. [bookmark: ]构造正交矩阵：
令    ，由于     是单位正交特征向量，故     为正交矩阵，满足    。
2. [bookmark: ]对角化公式：
根据实对称矩阵的性质，有：
   
反解出    ：
   
3. [bookmark: ]分块矩阵乘法展开：
将     按列分块，    按行分块：
   
[bookmark: 73cffdcbaf374c3089c9836b8a2843b7]先计算前两项乘积（对角阵右乘相当于对列进行数乘）：
[bookmark: 5e78870e70a74b1980ee9d1b1964a360]   
[bookmark: cf506d7696974aa2b5f3b55523e244be]再与     相乘（行乘列）：
[bookmark: cdd63d402c3c466999fcdffdc4bec7b1]   
[bookmark: d417094e6e3e4fdd87a27879522d72af]即：
[bookmark: 5818f760b24a42e99aca3f1e859aad81]   
[bookmark: 5735c32e43b2404985ab85d86831b1d7]例题1：利用谱分解求已知特征值的实对称矩阵 
[bookmark: ][image: ]
[bookmark: f09c3c20c8194831a53e8aa2126b074e]题目原文
[bookmark: eb0e5062d818477eb6cce5e5c9900cae]设三阶实对称矩阵     的各行元素之和均为 3，向量    ，    是线性方程组     的两个解，求矩阵    。
[bookmark: 232d8a0cff7b4f07ba43b8db5bf1c5d4]解题思路分析
1. [bookmark: ]提取特征值与特征向量信息：
· [bookmark: 33944fa8-b28a-43c8-8ef2-ebdc4ebe7bbe]由“各行元素之和均为 3”可知，
[bookmark: a1460e6d52044dc5a06c51d26cff0e26]   
[bookmark: ed390e6e4ff740b8b1c754e336766bfe]，故    ，对应特征向量    。
· [bookmark: 5ba45f76-3ed9-467b-b8b9-7e1abca85eb2]由     的解可知，   ，对应特征向量    ，   。
1. [bookmark: ]验证正交性并单位化：
· [bookmark: c717ccfb-986c-4bd1-8a7b-67f442e04516]谱分解定理要求使用单位正交特征向量。
· [bookmark: 9887a18e-4438-410f-8de0-7e2f404b96f0]检查     是否两两正交。
· [bookmark: a23915d1-953f-476e-a83b-49b48967560a]对各向量进行单位化处理，得到    。
2. [bookmark: ]应用谱分解公式：
· [bookmark: bb5916f2-067d-4f37-85aa-7d628a60debd]代入公式    。
· [bookmark: 909cfa7c-ae90-45c0-81c1-aaad3ef519fb]利用     简化计算。
[bookmark: a500babbbda94d28ac2ca4b7f0f4dd0a]分步解答过程
[bookmark: bdcacd65906c48e995d1bee016d5ca94]步骤 1：确定特征值与原始特征向量
[bookmark: 5a69fec27c2849d28fa9a61547b559f1]   
[bookmark: c22e0eb691614c4591ee2a7626dcb119]   
[bookmark: d2f9d8b0e22d4e58a3f3c414c4fc84ff]   
[bookmark: 925efecbb5644d48a861d9acf6bfd3e7]步骤 2：单位化特征向量
注意：    已两两正交（   ），只需单位化。
[bookmark: 4b1b7ec88834425abdc61dfb492ae454]   
[bookmark: 4e81210f5d174ebf8fa4ef5870b91466]   
[bookmark: 17631b68d6a842ebbd33c569dbffe9b8]   
[bookmark: 6d919e267a44474da8d99d7a0d1e7d0c]步骤 3：代入谱分解公式计算
[bookmark: 1a6eb58ccc8d41b7a5a781591d521d0e]   
[bookmark: 219c0f0aa6da4d3e96d36fc68c4785aa]由于前两项系数为 0，只需计算第三项：
[bookmark: 320d60e149da454ea2133e771346a7fc]   
[bookmark: 9abe8a24743247ddb74c73a30d9aafb3]   
[bookmark: 1b66b95273754fb6b62f620aa3b81874]答案
[bookmark: 148714d7f332441fa5ba35db67b67152]   
[bookmark: 908261cbe844468280656dc56515958d]⚠️ 易错点提示：
[bookmark: 84165efce92c4ca5afea2fe907361b4b]直接使用未单位化的特征向量     代入公式     是错误的。必须确保使用的是单位特征向量    。若特征值不为 0，未单位化会导致结果错误；本题因     掩盖了前两项的错误，但     对应的项若不使用单位向量也会出错（尽管本题中系数抵消巧合得到了正确形式，但逻辑上必须先单位化）。
[bookmark: 0413b2730f05401aae5f8adcb3f732fe]谱分解的进阶应用：重根特征值场景 
[bookmark: b64dbeba9e5f4a4491bd3f0aab09d90a]A-aE变换法处理重根特征值的原理 
[bookmark: ][image: ]
[bookmark: 67e9c275d78d4b35b3dddb084d368128]核心问题背景
[bookmark: 0cecede562d5438ab953a0a695e47a5d]在处理实对称矩阵     时，若其特征值结构为    （其中     且    ），直接使用谱分解公式     需要计算所有项，计算量较大。特别是当题目未给出全部特征向量，仅给出部分信息时，直接求解困难。
[bookmark: 539afa7708284ca39930c62d51b8fbce]变换原理：构造零特征值
[bookmark: 0392a48c63c8483fbec1fe6cfafd7747]为了利用谱分解在“含零特征值”场景下的高效性（即对应项为零，无需计算），可以通过平移变换构造新的矩阵。
[bookmark: d0a7a7d7b1344cc18e81505133c0d41d]考虑矩阵    ：
1. [bookmark: ]特征值变化：
· [bookmark: f804ce00-3842-4151-b4c7-362df4905427]原特征值     新特征值    
· [bookmark: 994a98b1-9e58-4852-b3ee-9c0a5a92fc97]原特征值     新特征值    
· [bookmark: 0f85a953-5472-4987-8ee2-2e48625bddcd]原特征值     新特征值    
[bookmark: b5deb61ab90b4b618b9b4893a769ca3b]此时，    的特征值为    。
[bookmark: 31d111008eef42c0b82b1e0e5b18fdfd]2. 特征向量不变：
· [bookmark: 5dd137e7-1ef6-4807-bcf2-55e4ffc7c4eb]矩阵     与     拥有相同的特征向量    。
[bookmark: 4e19d9641a5a44e49e5ec6c42d28713b]谱分解应用
[bookmark: 2ec0d71b5646437b8c7ab1d00b66cc0f]对矩阵     应用谱分解定理：
[bookmark: 451817e9ec3d4c90958e8c47da42f5eb]   
[bookmark: 860e87b27f3146df9ec4e54b85268b07]   
[bookmark: 8f3303e340c44660a2a2ea415235df1f]由于前两项系数为 0，只需知道对应于非零特征值     的单位特征向量    ，即可快速求出    。进而通过移项得到原矩阵：
[bookmark: 86469facc60a42da9e2d6a28f02d0723]   
[bookmark: db1c478d05034c6199953880064967c3]适用场景总结
1. [bookmark: ]特征值含重根：如    。
2. [bookmark: ]特征值含零：如    （直接应用）。
3. [bookmark: ]优势：将复杂的多项求和转化为单项计算，大幅简化运算，尤其适用于已知部分特征向量的情况。
[bookmark: 770d88ad5dd74649bf5b4f42e7e32517]例题2：谱分解求矩阵B（特征值含重根） 
[bookmark: ][image: ]
[bookmark: 30cadecde2f749438cc99476a3280688]题目原文
[bookmark: 0df2e5582c64495db0886bbf1bd7f226]设三阶实对称矩阵     的特征值为    ，且
[bookmark: 968971f01e6640aba151126c7dfa10db]   
[bookmark: a5b951c9bc8a45158f5f496ddce8894b]。
[bookmark: 681b1cfa5e40412a9d86bd4ed14833f5]若矩阵     满足    ，求矩阵    。
[bookmark: 1f0f41fcac894ea0889adf5d8d6527a5]解题思路分析
1. [bookmark: ]确定     的特征值与特征向量：
· [bookmark: 2d9bae56-db58-4773-b79e-3ca3186fa5c4]由题意知，   ，对应的特征向量    。
· [bookmark: 957195a1-b159-4579-ba3e-30dc212d6ae4]其余特征值为    ，对应的特征向量     未知。
2. [bookmark: ]确定     的特征值与特征向量：
· [bookmark: 6a1f3882-6166-4e02-92e6-457b31db8dd7]   。
· [bookmark: d5f2a294-1309-4587-aeb3-913edd36b849]    与     拥有相同的特征向量。
· [bookmark: 3b48fc9f-c9e1-42f4-957f-35d927e969d0]    的特征值    。
· [bookmark: 9691cb11-9992-4f88-a4f2-731fafe75266]   
· [bookmark: a788c45d-a418-4b28-b567-e1c5b6b5998f]   
· [bookmark: 84c37a4f-6e8a-4f2a-a7e2-7eb5063e9765]   
· [bookmark: b7fdaa56-7beb-4c39-aa7f-e8ebe2c1b399]故     的特征值为    。其中     为重根。
3. [bookmark: ]利用变换法简化计算：
· [bookmark: 7925e1c6-1e45-4d33-ac5c-55ed144fc38b]    的特征值结构为    。若直接求    ，需知道所有特征向量，但     未知。
· [bookmark: d31916c3-5860-4fc5-897b-7c64cabd9d89]构造    （即减去重根值对应的倍数），使其出现零特征值。
· [bookmark: 62d0d412-d1e4-4cc5-a99a-67cdfe3aae36]    的特征值为：
· [bookmark: bba3e393-45ef-4246-ad8d-dc4bedc35468]   （对应    ）
· [bookmark: cb40a3cb-d370-4891-85d9-a2714629525a]   （对应    ）
· [bookmark: d5158711-401d-4fe6-ba7c-28c7a2ffcefb]   （对应    ）
· [bookmark: 76b2d0a8-ab90-4333-bd2d-2fbf3f26cf6e]此时只需利用已知的     即可通过谱分解求出    。
[bookmark: e850ae25a604468bb00b27e55f8d26fa]分步解答过程
[bookmark: 774e35cc4c3e42a7b72bdcc67ed884a9]步骤 1：单位化已知特征向量
[bookmark: 3380306701d944c6b40ce619daeb2878]已知
[bookmark: 5257709a7e034ca3b1c92b832def2f4d]   
[bookmark: 8e3621bc9f29468fabd6be92430a6f09]是     对应     的特征向量，也是     对应     的特征向量。
[bookmark: 9e5febbb9f054f459f38454d35cdea3f]计算模长：
[bookmark: c8c9cde0cb8d4629a54734ea3908bfdf]   
[bookmark: 034c293c278747c1b0d9a8c643b7b3d1]单位化得到    ：
[bookmark: ed786c90ecc04bf4bf233aaac9881cb8]   
[bookmark: 1e23af8172194f3886fd6bf84b2ee2fa]步骤 2：对     应用谱分解
[bookmark: 25665814d1154700b2e2b7ff411a7894]矩阵     的特征值为    ，对应的单位正交特征向量为    。
[bookmark: 6c22bd4d2f844b2c9b3ecbf8deacf41b]根据谱分解定理：
[bookmark: df27f9fe34404dab83836085d5e1ef85]   
[bookmark: 4492e1dae9fb47e78173f48210c8d898]   
[bookmark: 8b9c366853e1429a9f563a9401dbcb2f]代入     进行计算：
[bookmark: a8cb9da92b004c21b5dc85900dd112e6]$
[bookmark: 3addca7e641e46e480773b7ccd425104]   
[bookmark: f54931a2f9d646c1880017c8c4d6c9a2]$
[bookmark: 88daeb685a3848ddafd2ce9aa0789294]$
[bookmark: 13dd52e16a2a49ffa7e3359ac52f4741]   
[bookmark: 32d177be5e854441b3f42ea0a2e93470]$
[bookmark: b48e908e519f456fb3d4936faa3d8f05]因此：
[bookmark: a732926a6590453c95eef4d062ce079c]   
[bookmark: 07f115927c4d4d97b6f1346be1b89d1a]B = (B - E) + E
[bookmark: 062e12477a61498fb11240fc0ab4ab70]   
[bookmark: 506ac6d2cc364b44a7d28e495100573c]   
[bookmark: 3818f6ba037a48e2b0d1d2bfcbd4157d]   
[bookmark: a2c3ef017b56492dbf32babdacd63fa7]   
[bookmark: 0666b6d8126744658bf101e4453b938b]答案
[bookmark: 91631b07afc44125a6cd04a969d31ee1]   
[bookmark: b01f96d71f6643d3bc50c04067b00b97]⚠️ 易错点提示：
1. [bookmark: ]特征值映射：务必准确计算     的特征值，特别是重根的判定。本题中     的特征值     是二重根，这是使用     变换的关键。
2. [bookmark: ]最终还原：谱分解求出的是    ，最后千万不要忘记加上     得到    。
3. [bookmark: ]向量方向：单位化时符号不影响     的结果，因为    ，但需保证计算过程中矩阵乘法符号正确。
[bookmark: 0c1ee9f479f348268cc01d62a85e4265]谱分解求矩阵高次幂 
[bookmark: 9ce74aac97c34cd893a56baf7e5cccd1]例题3：谱分解计算A的N次方 
[bookmark: ][image: ]
[bookmark: 09aaacbef9344aa1a44bfd7e7edcae56]题目原文
[bookmark: bd4f365200bc4d009d71a43f2bf1b66f]设三阶实对称矩阵     的各行元素之和均为 3，向量     是线性方程组     的两个解，求    。
[bookmark: be7f8a3ba0884f989bbaf080be347586]解题思路分析
1. [bookmark: ]确定     的特征值与特征向量：
· [bookmark: 9c4c7ef4-2a02-4b97-a77e-de3a5ef2c013]由“各行元素之和均为 3”可知，
[bookmark: 315734c746a24cfe84c4ad3cf0899e41]   
[bookmark: 841384468ff14481adbca1472748099d]，故    ，对应特征向量    。
· [bookmark: e31e87c5-1872-4de2-9c42-f7fdc3c9e5c6]由     即     可知，    是二重特征值，对应特征向量为     和    。
· [bookmark: 65155f23-f7eb-48c2-84dc-465d83b54a5d]验证正交性：   （   ），且均与     正交（实对称矩阵不同特征值对应的特征向量天然正交）。
1. [bookmark: ]确定     的特征值与特征向量：
· [bookmark: dae38464-1cdb-44fd-a78f-4a70ed4893e6]    的特征值为    ，即    。
· [bookmark: 1f4d620f-cd7d-4c58-8343-48768f5ef9a3]    的特征向量与     相同。
2. [bookmark: ]利用变换法简化计算：
· [bookmark: 2a10d519-4509-44d6-87a6-8ab745216109]直接对     进行谱分解需要计算三项：   。
· [bookmark: 3753862f-5f0b-457d-9875-2920121d4ce4]构造矩阵    ，其特征值变为    。
· [bookmark: ffde85d9-c328-4e17-b7e0-763d83df7b22]此时谱分解简化为单项：   ，只需计算对应于     的单位特征向量     的外积。
[bookmark: a00dd988156a4065961ba6f500adc2f9]分步解答过程
[bookmark: 9c114385d283427cb1bdb006f09c2bea]步骤 1：单位化特征向量
[bookmark: 0073111f6b6647b896448fc808d6654d]仅需单位化    （因为其他项系数为 0）：
[bookmark: 9e891c63155c4899a3735e2923d230c7]$
[bookmark: c0a37ab33430407ca8fe221f0fc5cb48]   
[bookmark: bcb1d69031cd4e74882e0f0fb87d09e5]$
[bookmark: 93283525df2a465d95179889268a5f5a]$
[bookmark: 6714ec27c5374882a47c7c3836ad9231]   
[bookmark: 6d501116181c4cd8b91276d17c80937d]$
[bookmark: 4181d0743f654caeb9d41449f79e1c23]步骤 2：计算    
[bookmark: a1eb9e061ea440558260446223e8963c]根据谱分解定理：
[bookmark: 5dfe025756584c0e8bd35a6e935b83a2]   
[bookmark: a412f7c45c0841569b0e3b921d6c6dee]   
[bookmark: aa74c9b763dc4bba929d7bcfae6e6628]计算    ：
[bookmark: 74847f1b15884ca4ad6d1fed15d22d1d]   
[bookmark: 5f408261ffaa4c13ba68ebd81c34c350]代入得：
[bookmark: ee05d117c96443b09677c73deda79947]   
[bookmark: 0c34cd8a6c454cf598e4da1d81ecc7de]步骤 3：求解    
[bookmark: 76ba4e36ead84096a75d22afc5b3b574]   
[bookmark: 929850b6af2948f8b89748dfcb6e03b1]为了合并矩阵，将     写为
[bookmark: 56ed5519ded94609847ae377d0a5b392]   
[bookmark: 0ec1d57773d94a5d8a32315473489ebe]：
[bookmark: bd2c42019e274351a2334096f52788fb]   
[bookmark: 2f95ee7f34cd46e8b82337bee7a3fe64]答案
[bookmark: 0e1181f5dee94ec3a6a8a8df22c6fa8c]$$
[bookmark: 2c8344a3eb9345d2acdbcbbf9ac3aca6]\begin{pmatrix}
[bookmark: af7346faa0104dfc9ad4ab7e05f949b2]A^n = \frac{1}{3} \begin{pmatrix} 3^n + 2 & 3^n - 1 & 3^n - 1 \\ 3^n - 1 & 3^n + 2 & 3^n - 1 \\ 3^n - 1 & 3^n - 1 & 3^n + 2 \end{pmatrix}
[bookmark: 2da042a71a534acc8d4a89556e24c6d6]\end{pmatrix}
[bookmark: b14996e4c95b4012bacb817a3d2f3d2a]（内容由AI生成）
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